﻿TABLA DE UATLitlI Pag Introducere Capitolul I: Cîteva metode elementare § Ecuația liniară de ordinul I § Ecuația cu variabile sepsrabile § Ecuația diferențială exactă § Problema unicității; un exemplu § » Inegalități integrale ÎS Probleme Capitolul II Teoreme de existență pentru ecuații diferențiale § Ecuația de ordinul I * S , Sisteme diferențiale de ordinul I § Ecuații și sisteme de ordin superior § Teorema de existență a lui le ano § teoremă de unicitate Probleme - Capitolul III: Cît»va probleme cu caracter f-lc'^el pentru ecuații diferenția?,e ordinare § - Enunțarea problemelor Unicitatea globală § Existența glotu ă și comportarea soluților saturate з ’ Dependența soluțiilor de valorile inițiale f‘ -s Inegalități dif ecia o do sisteme și ecur tii dif este un număr mic Astfel, x(t) = tg(t + c) cu C real arbitrar reprezintă mulțimea tuturor soluțiilor ecuației date Afirmația de mai sus - - poate fi ușor verificată, frivind cei de-a treia problemă,putem reține că sensul civînjului „construcție" trebuie s -'re precizat De exemplu, putem concepe reprezentarea unor soluții cu ajutorul unei formule depinzînd de datele problemei 'vezi capitolul I) De asemenea, putem exprima sol-ția ca suma unei serii sau limita unui șir convergent de funcții etc Adeseori, o aproximare numerică este satisfăcătoare, de ex - - piui să găsim valorile aproximative ale soluției pentru anumite valori prescrise ale variabilei independente) Sînt multe alte probleme interesante pe care le vom analiza în această carte Da exrrplu, odată dovedită existența ți unicitatea soluției, o problemă importantă constă în găsirea intervalului maxim în care soluția poate fi prelungită Este de asemenea interesant de știut dacă această unică soluție se schimbă în mod continuu odata cu variația unor date existente în ecuații etc Cînd ne ocupăm de soluții definite pe o seai-axă sau pe întreaga axă reală, o importantă problemă asto a-ceea do a cunoaște comportarea „la infinit" (de exemplu, mărginirea soluției, descrește,;a exponențiala la , și alte probleme) Anumite ticuri di ecuații (diferențiale și integrele) depind de parametri Discuția acestor ecuații privitor Ій pera-metri ofe ă un alt tip de probleme, deseori întîlnite în teorie și aplicații Acum o scurtă privire asupra conținutului acestei cărți Primul capitol este dedicat discuției unor tipuri elementare de ecuații diferențiale și unor teme înrudite Deoarece problema unicității poate fi ilustrată folosind un tip special de ecuație diferențială ci variabile separabile, am acordat atenție acestei probleme, deși o vom trata în viitor Inegali- tățile diferențiale și integrale elementare sînt discutate în vederea aplicării lor la problemele de bază Capitolul al II-lea conține teorene de existență pentru e-cuații și sisteme diferențiale ordinare și o teoremă de unicitate de tip Osgood Cititorul va găsi în acest capitol o teoremă de existență cu caracter local, numeroase rezultate fiind în legătură cu metoda aproximațiilor succesive (în mod obișnuit numită metoda lui Picard) și criteriul lui Asooli - Arzelă de compactitate a familiilor de funcții continue Pentru ușurința cititorului dăm demonstrația acestui criteriu, curent folosit în această carte Cîteva probleme cu caracter global din teoria ecuațiilor diferențiale ordinare sînt analizate în capitolul III Astfel sînt discutate probleme ale unicității globale, continuitatea soluțiilor, comportarea soluțiilor saturate în punctele de la capetele intervalului de existență, dependența soluțiilor de datele inițiale Acest capitol conține de asemenea o introducere privind metoda comparației în teoria ecuațiilor diferențiale ordinare și a aplicării ei în problema existenței globale Capitolul IV este consacrat sistemelor și ecuațiilor liniare, cu excepția unui paragraf care se ocupă de sistemele autonome Teoria stabilității sistemelor diferențiale este schițată în capitolul V Cititorul va găsi în acest capitol noțiunile și rezultatele ce bară re aparțin teoriei generale a stabilității, со o aplicație în studiul sistemelor de control automat Diversele probleme de la sfîrșitul acer,tui capitol vor stimula cii it nul în vc '•- ea de:volti'rii viitoare c acestei importante r; uri de cercetare științifică Capitolul VI este dedicat teoriei ecuațiilor integrale Voi-terna Ultimul paragraf al acestui capitol sugerează posibilitatea de s folosi teoria ecuațiilor integrale Volterra în găsirea unor rezultate privind sistemele diferențiale (mai cu seamă aspecte'a globale) • Capitolul VII se ocupă de discuția generală a ecuației integrale de tip Fredbolm și de unele probleme auxiliare legate de teoria spațiului Hilbert Capitolul VIII este consacrat teoriei ecuațiilor integrale autoadjuncte Această teorie dă prilejul să fie rezolvată importanta problemă a existenței valorilor proprii, a funcțiilor proprii ale sistemelor Sturm - Liouville care apar, de exemplu, în mecanica cuantică I (să amintim celebrul articol al lui Schrodinger „Quantisierung als Eigenwertproblem",Annalen der Phiysik, ) In sfîrșlt, ultimul capitol conține subiecte variate, alese în speranța că vor stimula cititorul în studiul acestui gen de probleme Capitolul I CITEVA metode elementare Există unele tipuri de ecuații diferențiale care pot fi rezolvate prin metode elementare Mai precis, pentru anumite tipuri de ecuații cum ar fi ecuațiile diferențiale liniare de ordinul I, ecuațiile cu variabile separabile și ecuațiile care pot fi reduse la ele prin transformări adecvate, este posibilă exprimarea soluției printr-o formulă depinzînd de datele problemei In condiții convenabile, se poate demonstra existența și unicitatea soluției, ca și alte proprietăți utile Principala însemnătate a acestor metode elementare constă în faptul că soluția poate fi exprimată explicit Oricum, nu este obligatoriu ca într-un asemenea caz să ne găsim în fața unei probleme simple Formulele apărute în aplicarea acestor metode pot solicita în afară de integrarea unor anumite funcții, operații de aflare a inversei unei funcții date, poate o-perații ce nu pot fi efectuate prin mijloace „elementare" § Ecuație liniară de ordinul I Ecuația liniară generală de ordinul întîi are forma : ( ) x = a(t)x + b(t), te(t ,t ) unde a(t) și b(t) sînt presupuse continue în (t-ț ,tg) Să observăm că nu sînt excluse din considerațiile noastre cazurile ty - - oo sau tg = + oo In cele ce urmează, vom presupune că tQ€ (j-^tg) Van a-socia lui (l)„condiția inițială": ( ) x(t ) = x , xoe R Pentru a construi soluția (sau soluțiile) problemei noastre, vom presupune mai întîi existența pe un interval conți- nînd t Ecuația ( ) poate fi scrisă sub forma x - a(t)x = b(t) rt -\ a(s)ds Jt ° , ea devine și prin înmulțirea cu e -A- x(t) dt L - i a(s)ds“ Jto e ft -\ a(s)ds V e ° b(t) Integrînd de la tQ la t, cu t aparținînd intervalului de definiție a lui x(t) , Tinînd cont de ( ) avem : pt \ a(s)ds Jtn ( ) x(t) = e sau, într-o fori/j echivalentă t r* C a(s)ds \ a(s)ds )ѣ Г Ju ( ) x(t) = x e ° + \ e b(u)du Formula ( ) sau ( ) arată că x(t) este determinat ni' ni da ( ) și ( ) Adică, am demonstrat unicitatea soluției pe care u găsit-o efectiv, frasupunîndu—i existența Considerăm acum funcția x(t) dată de ( ) și să arătăm că ea reprezintă o soluție a ecuației ( ) cu condiția inițială ( ), aefinită pe întreg intervalul (t-^ t^) In adevăr, din ( ) rezultă că x(t) este definită pe (t^ tg), deoarece J" a(s)ds și integrala din paranteza pă-" o trată sîut ambele definite pe (t^ tg) Este evident că x(tQ)= = xQ, adică condiția ( ) este satisfăcută Rămîne de demonstrat că x(t) satisface ( ) Mai întîi să remarcăm că x(t) (t^tg), ambii membri, în a(s)ds b(u)du + -t ft , a(s)ds - \ a(s)ds 't t^ e b(t) , este ( ), o funcție pe fiind difereațiabili Un simplu calcul arată că • ft ,t \ a(s)ds ț •'t Г Г Ju ' t) = a(t)e I x + \ e o care mai poate fi scrisă x(t) = a(t)x(t) + b(t) Am obținut tocmai ( ) in consecință, putem formula următorul rezultat: Teorema Considerăm ecuația ( ) cu a(t), b(t) funcții continue pe , tg) Atunci există c soluție unică a acestei ecuații, definită pe intervalul (t,^g), ce satisface ( ) La este dată ce formula ( ) sau (d) Merită de subliniat o caracteristică importantă a rezultatului obținut anterior : soluția are același interval de definiție ca și coeficienții a(t) și b(t) Această proprietate nu râmîne valabilă pentru ecuația neliniară (în general) De exemplu, ecuația x = - x are soluțiile x(t) - (t ■ ) , t €K și to y=t și nici una din ele nu este definită pe întreaga axă (ca membrul drept el ecuației) Observație Considerăm inegalitatea diferențială asociată lui ( ), anume : ( ) y'i) - a(t)y(t) + b(t) , fce[t ,t ) Bacă știm că y(t) satisface de asemenea ( ) y(t^) x , atunci obținem i ( ) y(t)«x(t) » te[t ,t ) unde x(t) este dat de ( ) Pentru a demonstra ( )» putem urma calea de mai sus (înmul- • t - J a(s)ds t țin ( ) prin factorul integrant, e ° și integrăm de la tQ la t, t£[ tQ,t ) Să menționăm că ( ) trebuie să fie înțeleasă astfel : orice funcție diferențiabilă y(t) care satisface ( ) și (€',satisface de asemenea (?)• Dar nu orice funcție ce satisface ( ) este o soluție a lui ( ) Cr alte cuvinte, nu se spune nimic despre mulțimea soluțiilor inegalității ( ) mai mult decît a-rată ( ) (de exempl”, cît de bogată este) § Lcuația cu variabile separabile bn alt țip de ecuație diferențială de ordinul I, frecvent întîlnit în apliujjț; • este acela al ecuației cu variabile separabile, adică ( ) i = f(t)S(x) Vom studia ecuația ( ) în următoarele ipoteze : a) f(t) este funcție continuă pe intervalul (t-|,t ’>, posibilitățile t^ - со sau tp = +■ со fiind acceptate ; - IC - b) g(x) este funcție continuă pe intervalul (x^,x ) , fiind permis ce = - oo sau x = + oo, iar g(x) pe ,x ) * Să observăm că funcția g(x) își păstrează semnul pe (Xi,x ) pentru că ее este presupusă continuă Fără a restrîn-ge generalitatea considerăm g(x)> In caz contrar, schimbăm semnele ambilor factori f(t) și g(x) în ( ), ceea ce lasă ecuația neschimbată Condiția inițială ( ) ar putea fi asociată acum ecuației ( ) , cu ( ) toe(t ,t ), xq€ (x ,x ) Principalul rezultat cu privire la ecuația ( ) poate fi e-nunțat astfel ; Ге crema Se consideră ecuația ( ) în ipotezele a) si b) enunțate mai sus Atunci există o sclutie unică x(t) a acestei ecuații, ce satisface de asemenea ( ) și care este definită într-c vecinătate s lui t Această soluție este dată de Ѣ ( ) x(t) = G (G(xQ) + У f(s)ds) , % Л unde G(u) este o primitivă a funcției rȚțțț pe (x^jXg) iar G"~ reprezintă inversa lui G Demonstrație Să admitem că există o funcție x(t), definită într-c vecinătate a lui tQ, satisfăcînd ( ) : x(t) = f(t)g(x(t)) Deoarece g(x) = , putem scrie ecuația de mai sus într-o formă echivalentă : —= f(t) , g(x(t)) sau dx( t) g(x(t)) = f(t)dt Integrând acum de la t la t, cu t eparținînd unei vecinătăți a lui t unde soluția este definită, obținem s x(t) t ( ) gTTJ = J f(s)ds ■ xo ® % în care am ținut seama de condiția ( ) și am efectuat schimbarea de variabilă u = x(t) în prima integrală Dacă G(u) este astfel ca ( ) G'(u) = g-rjy , u€ (xltXg) , atunci ( ) este echivalent cu t ( ) G(x(t)) = G(x ) + j f(s)ds % Pe de altă parte, G(u) este strict crescătoare pe (x-^ x-) ceea ce implică existența funcției inverse G \ Prin urmare, ( ) este echivalent cu ( ) Deoarece ( ) conține pe -G, care nu este unic determinat de ( ), nu putem trage concluzia cu soluția e unică Dar este numai o dificultate aparentă deoarece ( ) este echivalent cu t ( ) H(x(t)) = H(xQ) t j f(s)ds , ~o unde H(u) este o altă primitivă a funcției • Ds aici re zultă ( ) x(t) = H’ (H(x ) + j f(s)ds) , % relație echivalentă cu ( ), deci și cu ( ) Cu alte cuvinte, x(t) este aceeași, indiferent de modul cum alegem primitiva pentru l/g(u), fapt ce dcac-otroazu Unicitatea In consecință, dacă presupunem existența unei soluții a lui ( ) cu condiție inițială ( ), găsim că ea este unic determinată și exprimată de ( ), unde G(u) este precizat mai sus Considerăm acum funcția x(t) dată de ( ), sau în mod e-chivalent de ( ) și să demonstrăm că este definit într-o vecinătate a lui tQ și satisface atît ( ) cît și ( ) In adevăr, are ca domeniu de definiție mulțimea valorilor funcției G(u), uc(x ,x ) • Deoarece G(u) este strict crescătoare mulțimea valorilor sale este un interval deschis, deci G(xQ) aparține domeniul valorilor lui G(u), împreună cu o vecinătate suficient de mică, să zicem V Vom avea G(xQ) t + J f(s)ds€V pentru |t - t | suficient de mic, adică pen-To tru t aparținînd unei vecinătăți a lui t Mai precis, x(t) este definită pentru acele valori ale lui t pentru care t lim G(u) (t x ) « O este soluția problemei noastre Faptul că formula ( ) definește într-adevăr o funcție x = x(t), decurge imediat din teorema de existență a funcțiilor implicite Avem Зе/Эх = H O într-o vecinătate a lui (t ,x ) și aceasta este condiția cheie pentru aplicarea teoremei mai sus enunțate Funcția x(t), unic determinată de ( ), va fi o funcție diferențialiiîntr-o vecinătate a lui to și va satisface ( ), dat fiind faptul că satisface ( ) -echivalent cu ( ) Ea satisface de asemenea condiția inițială cerută Teorema este complet demonstrată Observație Condiția ( ) asigură că F(t,x) dată de ( ) este astfel ca ( ) să aibă loc Ea este satisfăcută pentru o cl-^asă foarte săracă de ecuații diferențiale de forma ( ) • Pe de altă parte, ecuația ( ) este echivalentă cu orice ecuație de forma ( ) P(t,x)£ M(t,x)dt + N(t,x)dxJ = O , cu £(t,x) ^ Ecuația ( ) este o ecuație diferențială exactă dacă Ș( ?M) ( N) Эх Dt sau într-o formă echivalentă î ( ) N -âS- - ii + (— - — )? = O t ăx t Эх Prin urmare, dacă putem obține o soluție J(t,x) a lui ( ) în așa fel ca O (t,x) ^ într-un anumit domeniu, atunci ecuația ( ) este redusă la o ecuație diferențială exactă în acel domeniu funcție ^(t,x) cu proprietățile de mai виз este numită un factor integrant De exemplu în cazul ecuației liniare dx - fa(t)x + o(t)jdt = , ,t -\ a(s)ds am folosit factorul integrau , e In cazul unei acuații cu variabile separații" dx - f(t)g(x)dt = G , factorul integrant a fost l/g(x) s Problema unicității (un exemplu) Am văzut mai sus că soluția este unică dacă, pe lîmgă ecuația diferențială, cetea îndeplinirea unei condiții inițiale In capitolele următoare vom demo-stra teoreae foarte generale de existență și unicitate De exemplu, vom staoili și apoi pentru x Dacă ne referim la notațiile precedente (vezi i ), atunci avem t^ = - oo, tg = + oo, f(t) = , = , x = + oo, g(x) = x / , cu tQ arbitrar Un raționament similar arată că ( ) are loc de asemenea pentru x este de asemenea o soluție pentru ecuația ( ), definită pe întreaga axă reală Graficul acestei funcții poate fi desenat cu ușurință Este arătat în figura • ■âouoe , Гиде V —*J consecință t ( ■>- > C șj ((i■ сь x = este cj « Sâ considera || iJe precedente Atunci, orice soluție de forma * ) cu Ji = tQ - x^ și , trece prin (tQ, x ) Este evident că există o infinitate de soluții ce trec prin (to,xQ) Cazul xQ to în sensul că graficul oricărei soluții ce trece prin (tQ, ) rămîne sub graficul lui x^j(t) Intr-un mod similar, se poate arăta că există o soluție minimală xm(t) § l Ș Inegalități integrale Unele probleme pe care le vom rezolva în capitolele viitoare cer în mod deosebit raționamente bazate pe folosirea inegalităților integrale Vom considera aici două tipuri de asemenea inegalități, rezolvarea lor fiind o simplă consecință a rezultatelor stabilite în paragrafele precedente Considerăm mai întîi inegalitatea liniară ( ) x(t) b(t) + k(s)x(s)ds , t c , ) , ѣо în care toate funcțiile sînt continue pe [t ,T) , T + oo și k(t) > O Rezultatul principal referitor la ( ) poate fi enxmțat în următoarea : Pernă (Gronwall) Dacă condițiile de nai sus au loc г-глт: inegalitatea ( ), atunci x(t) satisface t fk(u)du ( ) x(t) O pe semi-axa x > Rezultatul pe care vrea să- demonstrăm poate fi enunțat s Lemă ( ihari) In ipotezele de mai sus referitoare la ine-blitatea ( ,, avem : t ( ) x(t) G (G(K) + k(s)ds) , % pentru orice t I» t astfel ca ambii membri ai inegalității ( ) să fie definiți, funcția G(u) este o primitivă a lui lZe(ul Demonstrație» Vom deriva t y(t) = ІЛ + J k(s)g(x(s))ds , % care implică y(tQ) = Și ( ) y(t) = k(t)g(x(t) ) Deoarece g(x) este o funcție ne-descrescătoare și ( ) este echivalent cu x(t) y(t), obținem din ( ) ( ) y(t)^ k(t)g(y(t) ) , te[to,T) Această inegalitate este cu variabile separabile și obținem ușor ѣ ( ) y(t) G (G(lî) + J k(s)ds) , % - - ceea ce implică ( ) Să subliniem că membrul drept al lui ( ) ar putea fi definit numai pentru te[tG,T) cu T *o Probleme Se consideră ecuația diferențială de tip Bernoulli x = a(t)x + b(t)xQ , unde m este un număr real, и O, iar a(t), b(t) sînt funcții reale, continue pe un anume interval ( ot, y ) de pe axa reală Să presupunem că x = x(t) este o soluție pozitivă a ecuației lui Bernoulli pe ( ct , p ) • Să se demonstreze că у = x^- satisface ecuația liniară у = (l-m)a(t)y ♦ (l-m)b(t) Să se deducă cin considerațiile de mai sus o metodă pentru integrarea ecuației lui Bernoulli Să se discute valabilitatea acestei metode in raport cu valorile parametrului m Se consideră ecuația diferențială (Riccati) x = a(t)x^ + b(t)x + c(t) , unde a(t), b(t) și c(t) sînt funcții reale continue pe un interval dat ( , atunci orice soluție a ecuației liniare considerate mai sus este mărginită pe seaiaxa t > ; di) Dacă a(t) m > și b(t) este mărginită, atunci există o soluție și numai una care este mărginită pe seraiaxa t , ea fiind dată de CD q x(t) = - f b(s) exp [ a(u)dujds ; iii) Dacă lira a(t) = - A și lim b(t) = B, cînd t —♦ со cu A > , atunci orice soluție a ecuației liniare considerate satisface lira x(tj = B/A cînd t —» oo ; iv) Dacă A , să se discute problema existenței soluțiilor periodice și să se exprime acestea cu ajutorul unor formule Să se găsească condițiile în care soluțiile ecuației liniare ti = x + b(t) tind către o Unită finită, cînd t —» o* Se consideră ecuația diferențială U(t,x)dt + K(t,x) dx = și sa presupune că (Jj(t,х)/Эх - N(t,x)/ o) /N(t,x) este funcție numai de t Să se demonstreze că pentru această ecuație există un factor integrant, funcție numai de t și să se găse«-scă acesta, Deoarece x(t) = efc este soluția unică a ecuației liniare x = x, cu condiția inițială x( ) = , urmează ca putea demonstra proprietățile funcției exponențiale plecînd de la e-cuația de mai sus De exemplu, x(t + s) = x(t)x(s), orice t și s real In adevăr, ambele funcții sînt soluții ale ecuației x = x , pentru s fixat Xn plus, ele se reduc la x(s pentru t = Prin urmare, ele coincid pentru orice S real, ceea ce înseamnă că et+s = e' es Să se demonstreze alte proprietăți de bază ale funcției exponențiale, folosind ecuația și condiția inițială Fie x(t) o funcție continuă nenegativă pe tt ,‘l] și să presupunem că t x(t) U + J x(s)dG(s), te [tQ,T] , *o unde este o constantă pozitivă iar (t) o funcție nedescrescătoare pe [to,T] , astfel că SXt) = б'(t + ) Să se demonstreze că x(t) satisface x(t) $ bl exp (S'Ct) - Să se deducă inegalitatea lui Gronwall din inegalitatea precedentă Inegalitatea integrală considerată mai sus este numită inegalitatea lui Gronwall generalizată, Capitolul II TEOREME DE EXISTENȚA PENTRU ECUAȚIILE DIFERENȚIALE Scopul acestui capitol este de a stabili rezultatele principale privind existența și unicitatea soluțiilor ecuațiilor diferențiale ordinare Vom folosi metoda clasică a aproximațiilor succesive, metodă ce constă în construirea unui șir de funcții (scalare sau vectoriale), așa fel încît liaita acestui șir în sensul convergenței uniforme să fie soluția ecuației sau sistemului dat Un alt instrument important pe care-l vom folosi în acest capitol este criteriul de compactitate pentru familii de funcții continue Acest criteriu, numit și Ierna lui Ascoli-Arzelâ, va fi folosit în cîteva din capitolele următoare â Ecuația de ordinul întîi Se consideră ecuația de ordinul întîi , ( ) x = f(t,x) , unde f(t,x) este o funcție continuă de (t,x), în dreptunghiul (D) |t - tQ| £ a , | x - x |b , cu condiția inițială ( > ' x(V = xo • Să presupunem că x = x(t) este soluție a ecuației ( ), sa-tisfăcînd condiția ( ), soluție definită într-o vecinătate a lui t = t notată prin I = {t; - tQl £ al - - Din ( ) rezultă că x(t) este o funcție continuă pe intervalul I și, în consecință ambii membri ai relației ( ) se pot integra de la tQ la un t € I arbitrar Se obține t ( ) x(t) = x + J f(s,x(s))ds , * dacă luăm în considerație condiția inițială ( ) In consecință, orice soluție pentru ( ), ( ) este de asemenea, o soluție a ecuației integrale ( ) • Invers, dacă x = x(t) este o soluție continuă a ecuației ( ), definită pe I, atunci putem lua derivatele ambilor membri în ( ) pentru că f(t,x(t)) este funcție continuă Aceasta conduce la ( ) Evident, condiția ( ) este verificată de către x(t) din ( ) Putem exprima rezultatul discuției de mai sus în următoarea: Letnă Se consideră ecuația diferențială ( ) cu condiția ( ) și presupunem că f(t,x) este continuă în (D) Atunci, orice soluție x = x(t) a ecuației ( ) cu condiția inițială ( ), definită într-un interval I =£t; |t - tp| s } ' este soluție continuă a ecuației integrale ( pe același interval Afirmația reciprocă este de asemenea adevărată Este evident acum că putem demonstra teorema de existență înlocuind ( ), ( ) prin ecuația ( ) Pentru a utiliza metoda aproximațiilor succesive, să considerăm șirul x (t) definit prin : (' “ zo * I f(s>xne (s))ds , n = fco iar xo(t) = xo ’ teCto " a ’ % + aJ Teorema Se consideră ecuația diferențială ( ) și se presupune ca : ) funcția f(t,x> este continuă pe (D? ; ) pentru orice pereche de puncte (t,y)€D, avem ( ) |f(t,x) - f(t,y)l £ L |x - y| , unde u > O este o constantă dată Atunci, există o soluție unică x = x(t) a ecuației ( ), setisfăcînd condiția inițială ( ) și definită pe intervalul ( ) I t - tQ!£ F acest interval Din ( ) deducem că xn(t) est : continuă pe intervalul It - t J șLcS' și - - ( ) I xR(t) - x | $ Mit - tj « llf « b , Prin urmare, conform principiului inducției matematice tragem concluzia că ^xn(t)J este format din funcții continue pe |t - tQ| - xn хп + Уа) • II Dacă x = (x-^ Xg, ,хи) și c este un scalar, atunci cx = (cx-p ,cxn) Pentru vectorii reali, norma este dată de llxll = (x + ♦ x ) / și următoarele proprietăți ale sale sint fundamentale i a) llxll , egalitatea fiind posibilă numai pentru x = Ѳ = ( , , ) b) IIx + уII $ llxll + IfуII pentru orice pereche x,y c) || cxi) я |c| II x)| , unde c este un scalar iar x un vec- tor arbitrar d) pentru orice x = (x^, ,xn), avem max I x I |l x II j=i funcție vectorială x = x(t) = (x^(t), ,xn(t)), este complet determinată de mulțimea celor n funcții scalare - coordonatele sale Este posibil să se extindă noțiunile analizei clasice (adică noțiunile ce se referă la funcții scalare) la funcțiile wo- toriale De exemplu, putem spune că lim x(t) = Ț *-*• *o Din inegalitățile dacă și numai dacă lim llx(t) -III *o = O Este nuă în rezultă că x(t) pentru t -*■ to, dacă și numai dacă Xj(t) —> ț , pentru t -> t , J » , evident că o funcție vectorială x = x(t) este conti-t = tQ, dacă și numai dacă toate componentele sale sînt continue în acel punct unei funcții vectoriale poate fi definită prin i(t) = li» , b—> o b funcții Derivata dacă limita acest lucru există In concordanță cu observația de mai sus , se petrece dacă și numai dacă x (t ♦ h) - x (t) lim J b există pentru orice j, j = l, , ,n Obținem x(t) = (x-^t), , £n(t)) In ceea ce privește integrarea unei funcții vectoriale con tinue, considerații elementare conduc la următoarea formulă : b m ^x(t)dt = lim Г хСХ^ХЬ^ - = a b b = ( jx,(t)dt, , j x (t)dt) a a O inegalitate privind integrala unei funcții vectoriale,joacă un rol important în considerațiile care urmează Anume , ъ ъ ( ) || Jx(t)dt II $ ț llx(t)ll dt , а а unde x(t) este continuă pe [a,b] , a x f(t,x,x, ,xCa- )) , unde f(t,x, ,xjl ) este continuă în mulțimea (Г) ІѢ - tol $ a, |x - xol£ b, |x± - x K b , , ^ ~ - x I £ b n— o și satisface de asemenea o condiție Lipschitz , ( ) Wt x x-p Хд р - i L(!x - yl ♦ îxx - yj + + |хп х - y^l) Este foarte ușor să reducem ecuația ( ) la un sistem de ordinul întîi de forma ( ) din § Intr—adevăr, să notăm x = xlt x = x = x , , x^n ^ = xn = xn- Atunci ( ) devine * - = f(t,x,x xn p Prin urmare, dacă x = x(t) este o soluție a lui ( ) pe un interval dat lt - tQl •••) iar Prin eliminarea lui x ,x , ,xn din ecuațiile ( ) se obține ecuația ( ) Formula ( ) stabilește legătura între soluțiile ecuației ( ) și ale sistemului ( ) Aceasta conduce la următoarele condiții inițiale pentru ( ) : ( ) x(t ) = x , i(tQ) = xlj , ,x(n- )(t ) = xn > Tinînd cont de teorema , putem enunța următoarea teoremă de existență și unicitate pentru ecuația ( ) cu condiția inițială ( ) i Teorema Se consideră ecuația ( ) cu condițiile inițiale ( ) și se presupune că f(t,x,x-| ,xn j ) este o funcție continuă pe (Г ), satisfăcând condiția Lipschitz ( ) Atunci, există o soluție unica x - x(t) a acestei probleme, definită pe intervalul It - t | a , cu suficient de mic Este interesant de arătat că procedeul folosit mai sus este astfel încît pentru orice ecuație liniară x - ^ = a-^t)^ - -* + a (t)xn + + aa(t)x + b(t) sistemul corespunzător este de asemenea liniar : Х ~ * I Хп~ ~ хп- - хп- = а In sfîrșit, sa observăm că proprietatea unei ecuații de a fi sau nu omogenă (adică b(t) = , este de asemenea păstra prin această transformare Cazul sistemelor diferențiale de ordin superior nu г de cazul anterior Să presupunem, pentru simplitate, că avem un siste" ce c ține două funcții necunoscute x și у : ( ) xCel) = f(t,x,x X('n i\y,y, , y^- ') y^ = g(t,x,x x(a“ ),y,y У(и- Ь Este ușor de văzut că ( ) este echivalent cu următorul tem de ecuații de ordinul I : x = x, , X = * ’ • • • • У>Ур«>" y^i } > V Ур » VI = У ’ • • • • • - УЕ = g(t,x,x , ,zn ,y,y , , yB ) Condițiile inițiale vor avea forma ( ) [XCt° = X°’ *C*o) = ’ x astfel încît |f(t)| Ц , pentru orice t С I și orice f€ F; ) F este equi—continuă pe I, adică pentru orice £> , există , astfel ca lf(t) - f(s)| , I If(t) - f(nl> | - Ca subșir a lui ’ |f?nCt)j converge de asemenea în t = r^ Putepi proceda mai departe în același mod și obținem șirurile țf^Ct )| , k> , cu proprietățile următoare ; a) țf^Ct) j este un subșir al lui ’ Pentru b arbitrar și să considerăm numărul corespunzător cf = (ГSe consideră de asemenea diviziunea a = tQ - '» ! ‘ Ir»!») - + |f (t ) - f (t)l C ; ) Sieste equi-continuă pe I, adică pentru orice ^ , putem găsi , în așa fel ca llf(t) - f(s)ll l Pe Ьааа O) corespunzând condiției inițiale ( ) *(tQ) = xo ’ daca au loc următoarele proprietăți J ) x(t) este continuă pe |t - t |«cT ; ) există derivata x(t) , cu excepția unui număr finit de puncte și ea este continuă pe porțiuni ; ) pentru toți t pentru care x(t) există, avem ( Ș) |x(t) - f(t), x(t))| O există cel puțin o soluție £ -aproximativă pentru ( ),( ) Lema (existenta soluțiilor aproximative) Se consideri ecuația ( ) cu f(t,x), continuă rr drestunchiul (D) si f’ £> arbitrar ales Atunci există cel nu țin o scl~ ' i -aproximativă a lui ( ),( ) c fitiui pe ) ]t - tQț £ ci" = tain ,^а, Ч - de -■ - SUp |f(t,x)l , (t,x)€D i/emonstrație Deoarece f(t,x) este o funcție continuă pe mulțimea compactă (D), rezultă uniforma continuitate a lui f(ț,x) in consecință, putem găsi S(â) > , astfel încît jf(t,x) - f(s,y)| pentru (t,x),(s,y)€ D, It - sl^tT , Jx - yl j este uniform mărginit In plus, șirul este ecbicontinuu, după cum se poate vedea ușor din observația lemei precedente Prin urmare, există un subșir, să- notăm tot prin ^xn(t)j , astfel încît lim *n(t) = x(t) , uniform pe ( ), cînd n —» oo Pe de altă parte, să notăm ( ) ân(t) = xn(t) - f(t,xa(t)) pentru toți t, astfel încît membrul drept al lui ( ) să sens și Д (t) ~ ₽entru toți ceilalți t din intervalul ( ) Avem ^n(t) —* cînd n —* oo, uniform pa ( ), pentru ol lâa(t)l , putem găsi *[> , în așa fel ca |f(t,x) - f(t,y)l t Cașul t t sa reduce la cel precedent pentru ecuația x = Să presupunem că există două soluții x(tj și y(t) ale pro blemei noastre, ataîndouă definite într—o vecinătate la dreapt lui tQ Avem x(t) = x + y(t) = xo + Aceste ecuații conduc ușor la |x(t) - y(t)j f |f(s,x(s)) - f(s,y(s))lds u sau ° t ( ) x(t) - y(t))!■ (Ф(б) + t - tQ) t j f(s,x(s)ds , ѣо t j f(s,y(s)ds , ѣо t ре-intru acei tQ, pentru care membrul drept este definit Alici (u) este o primitivă a lui l/ “ (u) —> , cînd u - oo Prin urmare, cînd » în inegalitatea ( ), membrul drept tinde la (pentru orice t finit) Teorema este astfel demonstrată Observația Condiția ca (u) să fie nedescrescătoare nu este necesară, așa cum rezultă din demonstrația lui Osgood Observația Condiția Lipschits corespunde lui cp(u) = Lu altă alegere posibilă posibilă pentru Cp(u) este, de exemplu, Cf(u) = Lu | Bnu| Probleme ) Se consideră ecuația diferențială complexă du/dz = f(z,w) tunde f(z,w) este continuă pentru |z - zo|^ a, țw - wQ| II x - x°|| £ b» Se presupune - - mai departe că f(t,x) satisface o condiție Lipschitz în raport cu x, constanta corespunzătoare fiind notată prin L bacă x(t) reprezintă soluția prin (t ,x°) și y(t) este o soluție -aproximativă prin același punct, să se găsească e-valuarea pentru eroarea x(t) - y(t) Indicație Mai întîi, se găsește o inegalitate integrală de tip Gronwall pentru eroare Se pleacă de la x(t) = x° + f f(s,x(s))ds , % t t y(-c) = x° + У f(s,y(s))ds + J^(s)ds,|A(t)l^£ % ѣо Capitolul III CITEVA probleme cu caracter global pentru ecuații DIFERENȚIALE ORDINARE analiză a rezultatelor incluse în cap II arată că toate acestea sînt legate de proprietățile soluțiilor într-o vecinătate a punctului inițial (to,i°) Această vecinătate este în general mai mică decît intervalul de definiție a membrului drept al ecuației diferențiale (sau al sistemului) și această situație sugerează că sînt necesare alte raționamente pentru a elucida existența, unicitatea și alte probleme legate de a-cestea Scopul acestui capitol este studiul unor probleme de unicitate globală, de prelungire a soluțiilor, dependența continuă a soluțiilor în raport cu valorile inițiale, etc Se va demonstra un rezultat general referitor la inegalități diferențiale ce va fi folosit la obținerea unui criteriu de e-xisțență globală § Enunțarea problemelor Se consideră sistemul diferențial ( ) ‘ x = f(t,x) unde x și f sînt vectori n-ditnensionali, ultimul fiind definit într-un dimeniu Л al spațiului euclidian n+ Următoarele condiții sînt admise în întreg capitolul de față: I f(t,x) este continuă pe Л ; II f(t,x) satisface o condiție Lipscbitz locală în rar ort cu x, în SI Condiția II înseamnă că pentru orice submulțime compactă (închisă și mărginită) a lui SL , să spunem K, există un număr pozitiv Lj astfel încît ( ) llf(t,x) - f(t,y)|l^ LK llx - y|| , pentru orice (t,x), (t,y)€ К De exemplu, condiția II are loc pentru orice f(t,x), continuu diferențiabilă în raport cu x, pentru (Ь,х)СЛ (vezi observația la teorema ) Să considerăm acum un punct arbitar (Ьо,х°)вЛ , Deoarece Л este deschis, exi două numere p zitive a și b astfel încît, ( ) D = £(t, |t - ѢОІ£ а, IIx-x°|l b] Dacă restrîngem considerațiile noastre la D, atunci se constată că sînt satisfăcute condițiile teoremei In consecință, există o soluție unică a lui ( ), să presupunem x = x(t), definită pe |t - tQ| S = min £а,ЪМ , în care M = = sup llf(t,x)ll , satisfăcînd condiția x(tQ) = x° Deoarece (t ,x°)€- este arbitrar, putem afirma că prin orice punct al lui Л trece o curbă integrală a sistemului ( ) Mai mult, ea este unică dacă luăm în considerație o mică vecinătate a valorii „inițiale" t Acum, se consideră o soluție x = x(t) a sistemului ( ) definită pe intervalul (t- ,t ) Aceasta înseamnă că (t,x(t))eîl pentru te(t ,t ), că x(t) este diferențiabilă în orice t€(t^,t ) și satisface ( ) Rezultă imediat din ( ) că x(t) este de asemenea continuă pe (t^ tg) In legătură cu soluția de mai sus, se pun mai multe probleme Prima a-intre ele, pe care o vom formula aici, va fi aceea a unicității globale Presupunem că avem o altă soluție x = x(t), astfel ca x(t ) = x(t ) pentru un to dat, toe(tltt ) Se r - punct? înțelege că intervalul de definiție a soluției x(t) areVcomu-ne cu intervalul (tj,t ) Proprietatea de unicitate locală (vezi teorema ) asigură că x(t) S x(t) pe un interval în jurul lui tQ Acum, problema constă în a arăta că x(t)= x(t) pe intervalul comun de definiție Vom vedea că răspunsul este afirmativ altă problemă pe care o vom considera aici este aceea e prelungirii unei soluții x = x(t) Dacă se poate găsi o altă soluție a lui ( ), să spunem x = y(t), astfel încît intervalul de definiție al funcției y(t) să conțină intervalul (t^ tg) și x(t) = y(t) pe (tltt ) atunci x = x(t) se numește pre-lungibilă Soluția y(t) este atunci o prelungire a soluției x(t) Vom vorbi deseori despre soluții prelungibile la dreapta sau la stînga, înțelesul acestor termeni fiind evident Dacă soluția x = x(t) nu poate fi prelungită, atunci ea se numește saturată Pentru a răspunde la problema prelungirii soluției, vom arăta că orice soluție prelungibilă a sistemului ( ) poate fi prelungită pînă la obținerea unei soluții saturate In sfîrșit, ultima problemă pe care o vom formula acum este aceea cu privire la comportarea soluției saturate în extremitățile intervalului de existență Aproximativ vorbind, răspunsul la această problemă afirmă că „extremitățile" soluției sînt pe frontiera domeniului Л sar la infinit (ultima situație se poate ivi numai pentru un domeniuЛ nemărginit) § Unicitatea globală Să considerăm mai întîi problema unicității globale Teorema Se presuțme că x(t) și c(t) cînt sciuțui ale sistemului ( ), astfel încît intervalele lor de definiție au puncte comune și x(tp) - x(t ) intr-un astfel de punct A-tunci, x(t)sx(t) pe intervalul comun de definiție Demonstrație Se consideră intervalul (t,,t ), pe care ambele soluții sînt definite Atunci, tp€ (t-jjtj) Este suficient să demonstrăm că x(t) = 'x(t) pentru tQ£ t Т]^ și £(t,x(t)); t€[to,T]J sînt compacte, rezultat ce decurge ușor din continuitatea lui x(t) și x'(t) Știm că există > , cu proprietatea ( ) Să notăm prin x° valoarea comună a soluțiilor x(t) și xțt) în t = tfl Pentru t£[t ,T] vom avea т t C ») x(t) = x° + $ f(s,x(s))ds fco t ( ) x(ț) = x° + f f(s,x(s))ds din care decurge ѣ ( lx(t) - x(t))l și tc[tQ, !j Inegalitatea ( ) este de tip Gronwall și obținem Lv(t-t„) ( ) || x(t) - x(t)ll £ e k ° , te[t ,T] Deoarece £ este ales arbitrar, ( ) implică x(t)= x(t) pe [t ,f] Pe de altă parte, T poate fi ales oricît de aproape de to, ceea ce demonstrează că x(t)= x’ft) pe • Teorema este demonstrată S Existența globală și comportarea soluțiilor saturate înainte de a demonstra mai multe rezultate cu privire la prelungirea soluțiilor, vom da o caracterizare pentru soluțiile prelungibile Lemă Se consideră o soluție x = x(ț) a sistemului ( ) definită pe intervalul ft ,t ) Atunci ea poate fi prelungită la dreapta lui t , dacă și numai dacă mulțimea Г = ^(t,x(t))i tc[t ,t )J atisface următoarele condiții : a) este mărginită ; , b-) distanța de la Г la frontiera lui Д- este pozitivă Demonstrație Să observăm că Г este graficul soluției pe £%,t ) In ceea ce privește condiția (a), ea este automat satisfăcu-t ■ cînd Л este mărginit - - Vom demonstra acum necesitatea condițiilor a) și b) Dacă x = x(t) este prelungibilă la dreapta lui t , aceasta înseamnă că se poate găsi o soluție x = y(t) a lui ( ), astfel în-cît să fie definită pe Lto,t ], cu ^g > tg și x(t) = y(t) pe [to,tg)« Prin urmare există lim x(t) cînd t —*■ t - Și putem presupune că x = x(t) este continuă pe [ * A ceasta implică că Г este o mulțime compactă ce aparține lui St • Deci, Г este mărginită^distanța de la Г pînă la frontiera lui Л este pozitivă Pentru a demonstra suficiența condițiilor a) și b) vom construi o soluție a lui ( ) care conține soluția x = x(t) Mai întîi, vom demonstra existența limitai ( ) li® x(t) t-* t - Deoarece Г satisface a) și b), ea aparține unei mulțimi compacte КсЛ (de exemplu, închiderii Г ) Funcția f(t,x(t)) este atunci mărginită pe Ct ,t ), fie II f (t ,x(t) )ll^ £ M, te[t ,t ) Dar ( ) conduce la t ( ) x(t) - x(T) = ff(s,x(s))ds , К din care obținem ( ) ||x(t) - x(T)ll pentru t t » Dar t —► t ~ implică s -*• t ~ Și f(s,x(s)) —♦ f(t ,x(t )) Urmează acum din ( ) că x(t ) = f(t ,x(t )), rivata fiind considerată la stingă lui t Deoarece (t ,x(t ))€S^- , există o soluție unică ce trece •rin acest punct, definită într-o vecinătate a lui t Să no-• t prin x = y(t) această soluție și s-o considerăm definită pe intervalul [ t - Definim acum func ți a ' x(t), t€ [to,t ) , y(t), t€ E^ ’^ * această funcție este în mod evident o soluție a lui ( ) pe [t ,t => [ to’t ^‘ Singurul punct care necesită o dis- cuție este t = t Dar am văzut că derivate la stingă există și este egală cu f (t ,x( t ) ) Același lucru este valabil pentru derivata la dreapta lui t și, în consecință, x(t) satis- ace ( ) în orice punct din [tQ, t + m”'- , unde m este un Întreg pozitiv iar j reprezintă distanța de la (t,x) la frontiera lui SL Se poate constata cu ușurință că ф pentru m suficient de mare In plus ?î ЦЯ =A □ Este de primă importanță pentru noi faptul că fiecare este mărginit și distanța de laSÎ-m la frontiera lui SL este pozitivă Din lema de mai sus, rezultă că o soluție a lui ( ), definită pe [tQ,T), este saturată la dreapta dacă și numai dacă graficul ei întîlnește fiecare cînd t crește la î Intr-adevăr, o soluție prelungibilă își are graficul intr-c mulțime pentru un m convenabil ales Prin urmare, este suficient să se construiască o soluție care prelungește £ luția x(t), astfel ca să aibă loc proprie- tatea de mai sus Să presupunem că x = x(t) Așa cum am arătat înainte, este dat pe intervalul orice soluție prelungibilă poate fi considerată ca fiind definită pe un interval închis, fie în cazul nostru Graficul său Г = ^(t,x(t)); te[to,t ’ aparține unui oarecare -Я-и să spunem Vom demonstra acum că există o prelungire a soluției xrt) al cărei grafic întîlnește pentru m arbitrar de mare Deoarece Л сз n , rezultă că pentru orice ( T, )€ m^+x j ЛО mulțimea aparține lui Ли +p pentru suficient i,; = sup flf(t,x)ll , (і,х)бЯ m^+ de mic Să notăm Teorema afirmă că prin orice punct ( ѣі * pS J , se poate a- Silica același procedeu ca mai sus Obținea în modul descris mai sus o soluție ce prelungește ■pe x(t), al cărei grafic întîlnește frontiera lui Яш pentru orice ш > Cu aceasta se termină demonstrația teoremei Este un rezultat de existență globală Ultima problemă pe care o vom discuta aici se referă la cotn-rp ortarea unei soluții saturate în „extremitățile" intervalului său de existență Vom restrînge considerațiile noastre la cazul soluțiilor saturate la dreapta, sau - așa cum sînt numite în mod frecvent - saturate în viitor - - Teorema Fie x - x(t) o soluție saturată la dreapta a sistemului ( ), definită pe ftQlT) Atunci, orice punct limită al mulțimii ț(t,x(t)| , cînd t —» T, este punctul de la infinit sau un punct de pe frontiera lui St , Demonstrație Fie {^nj Șir astfel incit ^tQjcz со cînd m -♦ со Dacă T —> oo, atunci cel puțin unul din șirurile £ t^ j sau jx(tm)J tinde la infinit cînd m -* oo Singurul caz pe care trebuie să- considerăm este acele ce corespund lui T ■ (T,X)€ К Afirmăm ca pentru o infinitate de m există T așa încît ( ) W • K • In caz contrar, am avea (t,x(t))€ К pentru T t *o x°)i atunci x(t;t , ) = x(t;t ,x°) Seneul relațiilor ( ) Și ( ) este evident In legătură cu ( ) , vom da cîteva explicații Deoarece x( X ; T, J ) = ? - x(rC t ,x°), din teorema rezultă ca x(t;nt» )= x(t;to,x°) pe un interval comun de existență Dar intervalul este evident (tjjtg) dacă se consideră că x(t;T»^) este soluția saturată prin (T 'J ) In considerațiile de mai sus, nimic nu privește dependența lui x(tjt ,x°) de (tQ,x°) Bineînțeles, răspunsul la această întrebare depinde de condițiile impuse funcției f(t,x) Nu vom cerceta alte proprietăți decît continuitatea Teorema p funcția x( t;t ,хм> ее te cuufclauă în (t , x c n următorul sensi dacă (t ,T) este intervalul maxim de existentă la dreapta, ce corespunde lui Ct^ x ) fixat atunci pentru orice cu tQ , există , așa încît x(t; t) este definită pe [tp, £ și ( ) llx(t; Tjț) - x(t,t ,x°)ll E , te [t ,tj ’ de îndată ce ( ) IZ- tol ) Intr-adevăr, se poate presupune (to,x°),()€ЛmQ pentru m suficient de mare Așa cum s-a arătat în demonstrația teoremei , fiecare soluție x(t;T,j) cu ('ІЛ)€ЛВ , es- te definită cel puțin pe intervalul |t , în care ■p nu depinde de ( T, T ) In consecință,se poate presupune x(t; T, "ț ) definită pe [*о,ѣо + b] , b > pentru toți ( t, ) într-o vecinătate a lui (tn,x°) Mai mult se poate considera că (t,x(t;'« 'ț))€ Л-р +i Pe fc-?’ 'С+ І [ ѣо,ѣо + h • Pe^ru toți (’t 'j) în aceeași vecinătate a lui (t ,x°) Această ultimă afirmație re sultă de asemenea din raționamentele implicate în demonstrația teoremei In sfîrșit, deoarece (t,x(tst ,x°))€ Л pe [tQ,t] , împreună cu vecinătatea ( ) t t ? , |jx - x(t;t ,x°)ll хэ) amintită In al doilea rînd, dacă L este constanta Lipscbitz ce corespunde lui f(t,x) in Л , atunci ио+± ( ) ІІГ(з,х(н;ТЦ)) - f(s,x(s;tQ,x°) )il $ L l|x(s;*i:,'^) - - x(s;t ,x°)ll Din ( Ș), ( ) și ( ) rezultă ( ) ||x(t;%J) - x(tjt ,x°)ll t + h, deoarece este o soluție saturată și graficul său pe Et ,t,:-ii - - satisface condițiile care asigură proprietatea de a putea fi prelungită la dreapta Condiția ( ) implică faptul că x(tî'C,?j) satisface pentru toți te [tQ,tJ pentru care există Să presupunem contrariul, anume că intervalul maxim de existență la dreapta pentru x(tît,^) este Eto,tjJ , cu t^ £ T • Deoarece graficul unei soluții saturate părăsește fiecare St cînd t se apropie de extremitățile intervalului maxim de existență, din presupunerea noastră ar rezulta că există t ,tQ + + h T și are loo relația ( ) Cu aceasta teorema » eete complet demonstrată Observația Inegalitatea ( ) arată că x(tj't,^) satisface o condiție Lipschitz locală în raport cu (*t,^ ) Aceasta este, bineînțeles o proprietate mai puternică decît continuitatea Deoarece x(t;T,ț) este continuu diferențlabilă în t, rezultă că este continuă în (t;X, j) Observația Se poate demonstra diferențiabilitatea lui x(t;T,J) în raport cu (X>^)- Este suficient să presupunem că f(t,x) este difereațiabilă în x(ceea ce implică, desigur condiția Lipschitz locală) § Inegalități diferențiale și metoda comparației Vom studie, acum inegalitatea diferențială scalară ( ) x(t) $ co(t,x(t)) , p în care c*j(t,x) este o funcție continuă în domeniul ЙСЕ , ce satisface în Д o condiție Lipschitz locală Se înțelege că x(t) este o funcție diferențiabilă pe în așa fel ca graficul său pe acest interval să aparțină lui â Se presupune x > x(tQ) și se consideră soluția x = x(t) a ecuației t așa încît ( ) x(t )>x(t ) Să considerăm funcția y(t) = x(t) - x(t) și să observăm că y(tQ) & , y(t^) > Să notăm prin T , valoarea cea mai mare a lui t în £to,tj așa încît y(T) = Existența lui este o consecință imediată a continuității lui y(t) Intr-adevăr, mulțimea A = £t;t € [tQ,t^] , y(t) = oj este nevidă și închisă, ambele proprietăți fiind o consecință a continuității lui y(t) Cea mai mare margine superioară a mulțimii A va a-parține lui A și această margine superioară strictă nu este alta decît t Deoarece putem găsi o mulțime compactă KczJL , așa încît (t,x(t)),(t,x(t))€ К pentru teCT tj , obținem y(t) -= x(t) - î(t)i w(t,x(t)) -cu(t,x(t)) , î ( ) y(t) (t,x(t)) Se poate arăta că x(t)> x(t) , unde x(t) este soluția lui ( ) astfel ca x(tQ) = xQ £ x(tQ) Avem acum posibilitatea să schițăm metoda comparației în teoria ecuațiilor diferențiale ordinare Sumar spus, acaastă metodă constă în reducerea studiului anumitor probleme pentru sisteme diferențiale, la studiul problemelor corespunzătoare, pentru ecuații diferențiale scalare Mai precis, se consideră sistemul ( ) cu f(t,x) continuă pentru (t,x) -fi ce satisface o condiție Lipschitz locală în domeniul Л Fie V(t,x) o funcție cu valori reale, diferențiabilă pe Я Dacă x = x(t) este o soluție a lui ( ), definită pentru t€(t-pt ), atunci v(t) = V (t,x(t)) este o funcție diferențiabilă pe (tlft ) și ( ) v(t) = g + (g , f) , unde •ЭѴ * ’ v — este un V ■ > — iar x„ vector ale cărui componente sînt prin (——,f) se notează ca de obicei, pro- x dusul scalar - v Эх Эхі ^n П Membrul drept al lui ( ) -este numit - cînd este considerat ca funcție de (t,x) - derivata lui V(t,x) in raport cu sistemul ( ) Să presupunem acum că V(t,x) satisface o inegalitate de forma ( ) || + (|| ,f) a» (t,V) ,(t',x) € Л Aceasta este inegalitatea pe care se sprijină metoda comparației In ceea ce privește funcția “>(t,y), vom păstra aceleași ipoteze pe care le-am făcut mai sus Domeniul â este generat de punctul (t,V(t x)), cînd (t,x)€ Л • Să considerăm acum o soluție a sistemului ( ) x(t;t ,x°) pentru t g [tQ,T) Dacă numărul real yQ este astfel incit ( ) V(t ,x°) £ yo atunci ( ) V(t,z(t;t ,x°)) £ y(t;t ,yQ) , pentru toți t » t , așa incit ambii membri să fie definiți Intr-adevăr, dacă notăm v(t) = V(t,x(t;tQ,xc)) , atunci din ( ) se poate deduce ( ) v(t) fico(t,v(t)) , t € [tQ,T) Inegalitatea ( ) rezultă acum din teorema > in care у(“>%>У ) este soluția ecuației ( ) у = CB(t,y) care este numită, de obicei ecuația comparației Desigur, în general este nai ușor de obținut informații despre ecuația scalară ( ), decît despre sistemul diferențial ( ) Luată ce avem o evaluare pentru y(t;tQ,yo) , este posibil să obținem una corespunzătoare pentru V(t,x(t;tQ,x )) și - în sfîrșit informații despre soluția x(t;tQ,x°) Eficiența metodei comparației va fi scoasă în relief, în c utinuarj la studiul unor probleme globale ca: existența la reapta a tuturor soluțiilor sistemului diferențial, de forma existența soluțiilor mărginite pe o semi-axă, studiul sta-tilității soluțiilor pentru sisteme diferențiale ordinare Ё Un criteriu de existență globală Scopul acestui paragraf este de a aplica metoda comparației pentru a găsi condiții de existență globală la dreapta pentru toate soluțiile sistemului ( ) Iresupunem că f(t,x) este o funcție vectorială continuă în "emispațiul A= £(t,x); t> , x g K J și că satisface condi-V-a Lipscnitz locală în Л > Sa considerăm acum o soluție x = x(t;t ,x°) a sistemului ( ) Din teorema - , rezultă că această soluție are un interval maxim de existență la dreapta să spunem [t ,T), T £■ oo Dacă T - со pentru un x°€ Rn arbitrar, vom spune că sistemul ) are proprietatea de existență globală la dreapta Aceasta nseamnă că orice soluție a lui ( ) poate fi prelungită la dreapta, pînă cînd găsim o soluție definită pe semi-axa t > tQ Să observăm că în cazul T ■ T- Intr-adevăr, teorema afirmă că orice punct (T,X), cu a = lim x(tn;t ,x°) cînd tn —*■ T se află în Э Л , sau este - - punctul de la infinit în Rn+ Deoarece A nu are puncte limită (T,X), cu Xcb“, ( Ș) este stabilită Să dăm acum un criteriu general de existență la dreapta Teorema (Conti) Se consideră sistemul ( ) ci : •;, funcție continuă ce satisface c condiție Lipscbitn semispațiul ( ) A = ț(t,x)j t > , x e Să presupunem că există o funcție diferențiabilă definită pe A și cu valori în R, ce satisface ine; ( ) și astfel încît ( ) V(t,x) —* + cc cînd llxll —♦ + со , uniform în raport cu t în orice mulțime compactă Atunci, dacă ecuația comparației ( ) are proprie: oti • existență ~-coa : le creapta, aceeași proprietate o c' “- sistemul ( ) Demonstrație Fie ѣ > O dat să considerăm soluția x = x(t;t ,x°) cu x € Rn pe intervalul maxim de exi - te: dreapta (to,T) • Deoarece V(t,x) satisface ( ), urmează că : ( ) V(t,x(t;t ,x°)) £ y(t;t ,V(t ,x°)) , pentru toți t € [tQ,T) Intr-adevăr ( ) coincide cu ( în care y = V(tQ,x°) Pe de altă parte, y(t;to,y„) este definită pe semiaxa t >tQ pentru toți yc reali Să presupunem, prin absurd, că T to astfel ca Hx(t;to,x°)ll să fie destul de mare pentru Ѣ £ [tjjT) Corolar» Să considerăm sistemul ( ) în semispațiul t > , x £ Kn unde f(t,x) satisface condițiile de mai sus în loc de ( ) are loc inegalitatea următoare i ( ) || f(t,x)li , ||xl| > a Atunci, dacă «> (t,y) este aleasă în așa fel ca ecuația comparației să aibă proprietatea de existență globală la dreapta, sistemul ( ) păstrează aceeași proprietate Demonstrația este imediată, dacă luăm în teorema » ț(t,x) = Itxtl , (jxjj > a V(t,x) este atunci diferențiabilă și deoarece nu- conține pe t, avem ЭѴ St (-ЭѴ f) ax’ J xlfl * x f (Xj* + X * » Din inegalitatea lui Caucby, se poate deduce Euînd în nsiderație ( ), putem scrie (W f) , deoarece V(t,x) = ||xll Cu alte cuvinte, inegalitatea ( ) implică ( ) pentru V(t,x) = || x|| , (]x|| > a - ' ■ Un caz particular util in aplicații este criteriul lui Wintner de existență globală Anume acest criteriu corespunde alegerii « ( ) c-j(t,y) = g(y) cu g(y) așa fel incit (°°âu = ♦ со • J g(u) Ecuația da comparație este in cazul acesta ( ) ( ) У = g(y) și din ( ) ■(t) rezultă că y(t) —► oo cînd t —» T, ceea ce este imposibil dacă T O, dacă A și В sînt mulțimi disjuncte, închise și A este mărginită (deci compactă) Se consideră ecuația liniară x = a(t)x + b(t), cu a(t) și b(t) continue pe (t^,tg) Să se găsească funcția x(t;t ,x ) și să se cerceteze proprietățile (de exemplu, comportarea în extremitățile intervalului de definiție) Să se găsească funcția x(t,to,xo) în cazul ecuației scalare x =-x și să se cerceteze proprietățile sale In particular, să se găsească intervalul maxim de existență al soluției ce trece yrintT-nn punct dat Să se ilustreze noțiunea de soluție saturată Se consideră sistemul diferențial (s) x = f(t,x,A), xeEb în care f(t,x,A) este o funcție vectorială continuă pe Л x Л cu Л un domeniu în spațiul Hn+ iar Л o vecinătate a lui AQ€Rm Se presupune mai departe că f(t,x,A) satisface o condiție Lipscbitz locală în raport cu cel de—al doilea argument Se notează prin x(tito,r ,A) soluția lui (s) ce trece prin (t ,x°) Dacă x(t;t ,x°,Ao) este definită pentru t{[a,b] , să se demonstreze că x(t;T,^,A) este definită pe același interval cînd A) este suficient de aproape de (t ,x°,A ) Să se cerceteze continuitatea funcției x(t;T,^,A) ou ajutorul metodei pe care am folosit-o în demonstrația teoremei , Se consideră din nou sistemul (s) din problema și să presupunem în loc de o condiție Lipscbitz locală în raport cu x, că f(t,x,A) este continuu diferențiabilă în raport cu (x,A) Să se arate că xțti't/ț A) este diferențiabilă în raport cu A Derivata parțială a lui xCt; ?;, ț,A) în raport cu A ; satisface sistemul diferențial liniar ; (sv) у я fx[t,x(tir,ț Л),А]у + [t,x(tst,^,A), й] j și se reduce la vectorul nul pentru t = X Sistemul (sv) este numit sistem în variații asociat lui (s) ce corespunde soluției x(t;T;J,A) Aici, prin fx se notează matricea Jacobiană (Э^/Эх^ ) i,k = , , ,n Indicație Fie un vector cu m coordonate, in așa fel ca toate aceste coordonate să fie , cu excepția aceleia de rang j care este egală cu Pentru ț și fixați să notăm prin yftî't b) cantitatea x(t;*t J, Л + be^) - x(t;*t,^,A) - hy(t) unde prin y(t) se notează soluția lui (sv) așa incit yCt) = Să se găsească pentru y(t;T,b) o inegalitate integrală de tip Gronwall Din enunțul precedent (Problema ) să se deducă următorul rezultat cu privire la diferențiabilitatea soluțiilor în raport cu valorile inițiale» se consideră sistemul x = f(t,x) în ipotezele că membrul drept este continuu pentru (t,x) € Si CRn+i și se presupune că matricea Jacobiană f este de asemenea continuă pe aceeași mulțime Atunci xCts't ’p este diferențiabilă în raport cu Sistemul corespunzător' în variații este У = [t,x(t; %lp] у Indicație Sistemul diferențial dat cu condiția inițială x(*t) = poate fi transformat în v = f(t,v + , cu condiția inițială v(t) = De data aceasta joacă rolul paranetru-lui Л din problema » Se consideră sistemele diferențiale x = f(t,x) și у = = f(t,y) + r(t,y), în care f(t,x) este continuă și local Lipscbitziană pe Л C iar r(t,y) este continuă pe aceeași mulțime și așa încît llr(t,y)|| , există £(S ,tQ) > așa încît llA(t) - A(to)[l ;e convenabil să restrîngem considerațiile noastre la un interval compact I în care L este ales astfel ca || A(t)H $ Acum, putem deduce cu ușurință din ( ) inegalitățile bine cunoscute ( ) llxm+ (tît ,x°) - xm(tțtn,x°)ll L llx°ll + В , cu В = sup IIb(t )ll , t £ I Cu alte cuvinte, șirul yxm(tțto,x°)J este uniform ccrv-r gent pe orice interval compact I C (tj tg) Observație Teorema afirmă ca toate soluț lie sistemului ( ) sînt definite pe (t^ tg), considerat ca intervalul maxim de existență In considerațiile următoare în care ne ocupăm de siste le liniare, vom înțelege totdeauna prin soluție, o soluție г rată Atunci peste tot va fi vorba numai de soit jiilo definite pe • во § Sisteme liniare omogene Așa cum am amintit înainte, un sistem liniar și omogen are forma ( ) Proprietatea importantă a sistemelor omogene liniare, din care pot fi deduse multe alte proprietăți se referă la structura algebrică a mulțimii soluțiilor Poate fi enunțată astfel : Teorema Se consideră sistemul ( ) în caro x este un vector cu n dimensiuni iar A(t) este o matrice de tipul(n,n) continuă pe intervalul (t^țt^) Mulțimea tuturor soluțiilor ( ) formează un spațiu vectorial de dimensiune n peste cîmpul numerelor reale Demonstrație Să precizăm , de la început că avem de-a face cu soluții reale pentru sisteme reale Dacă A(t) conține elemente cu valori complexe sau dacă avem în vedere soluții complexe, atunci vom considera un spațiu vectorial peste cîmpul numerelor complexe Faptul că mulțimea tuturor soluțiilor formează un spațiu vectorial, se poate vedea cu ușurință din ( ) (cx)* = cx = cA(t)x = A(t)(cx) Și ( ) (x ♦ y)’ = x ♦ у = A(t)x ♦ A(t)y= A(t)(x + y) în care x și у sînt soluții ale lui ( ) iar c este un număr real arbitrar Relația ( ) exprimă faptul că produsul unei soluții printr-o constantă este tot o soluție în timp ce ( ) afirmă că suma a două soluții este de asemenea o soluție Desigur, orice combinație liniară (finită) de soluții este o soluție (a sistemului ( ) Pentru a demonstra faptul că spațiul soluțiilor are dimensiunea n, vom constitui o bază a acestui spațiu din n elemente Să fixăm un tQ€(t,,t ) Șl să considerăm următoarea bază a spațiului Ha Cu alte cuvinte, vectorul e^ are toate coordonatele , cu excepția coordonatei de rang к care este egală cu Să notăm prin xk(t) soluție lui ( ) cu xk(tQ) = ek , к = l, , ,n Vom demonstra că soluțiile xk(t), к - l, ,n formează o bază în spațiul soluțiilor sistemului ( ) Mai întîi, să remarcăm că aceste soluții sînt liniar independente Intr-adevăr, din ( ) c-jX^t) + c x (t) ♦ + cnx (t) = , t€(t,,t ) urmează, dlnd lui t valoarea t că : o’ c,e^ + c~e*~ + + cen = d n ceea ce implică c^ = c£ = cQ = , deoarece e ,e , ,ea formează o bază în Hn In al doilea rînd, orice soluție x(ț) a lui ( ) poate fi reprezentată ca o combinație liniară cu coeficienți reali a soluțiilor x (t), x (t), ,xn(t) Intr-adevăr să notăm p: in x(t) o soluție a lui ( ) Putem scrie C ) x(tQ) = °lel + c ® ♦ ••• + cnen , în care e^ Cg, , sînt numai numere reale, unic det te Se notează prin y(t) următoarea soluție a sist;nului ( ) y(t) = CjX^t) + c-x (t) + + cnxn(t) , coeficienții fiind cei din ( ) Este evident că x(tQ) = y(t > și deoarece are loc unicitatea, putem afirma : ( ) x(t) = c x (t) + Ogx (t)+ +cnx°(t), t£(t ,t ) ceea ce demonstrează afirmația noastră In plus, această reprezentare este unică Teorema este în acest fel demonstrată Observația Din teorema de mai sus rezultă că mulțimea tuturor soluțiilor lui ( ) va fi cunoscută de îndată ce cunoaștem n soluții liniar independente bază a spațiului tuturor soluțiilor sistemului ( ) este numită un sistem fundamental de soluții Să presupunem acum că avem n soluții ale sistemului ( ),fie ele x (t), x (t), ,xa(t) Să considerăm matricea X(t) ale cărei coloane sînt vectorii x^(t), x (t), * ,xa(t) • Putem scrie /»} x (t) xa(t)\ ( ) X(t) = x|(t) x (t) x“(t) ^l(t) X (t) «; / indicele de jos desemnînd coordonatele iar indicele de sus -soluțiile Desigur, o problemă importantă în ceea ce privește sistemul ( ) este de a decide dacă X(t) este matricea unui sistem fundamental de soluții, eau nu Răspunsul complet la această întrebare este dat în teorema ce urmează Teorema Condiția necesară și suficientă ca x^(t) , x (t), ,xa(t) să formeze un sistem fundamental de soluție pentru ( ) este и • fi* МіЬаииі ilila I iixtn - - ( ) det ( ») O, t € (t-ptg) • Demonstrație Să presupunem că x^t) ,x (t), ,xn(t) formează un sistem fundamental pentru ( ), adică o bază în spațiul tuturor soluțiilor din ( ) Pentru orice soluție x(t) a sistemului ( ), există un sistem unic de constante a,,c„, ,c n așa înoît să aibă loc relație ( )* Cu alte cuvinte sistemul algebric liniar : ( ) c x (t) + C X (t) + +cQxn(t) = x(t) admite o soluția unică (care nu trebuie să depindă de t) oricum am alege membrul drept Aceasta poate să se întîmple numai dacă ( ) are loc Invers, dacă are loc ( ) se poate fixa t €(t ,t ) și se poate reprezenta orice soluție a lui (i) in-forma С Д Intr-adevăr, deoarece det X(tQ) ч£ , rezultă că vectorii x'*'(t ) , x (tQ), , ,x“(t ) formează o bază în Нл și atunci pentru o soluție dată x(t) a lui ( ) există n constante o,,ca, * ,c așa încît ( ) *(%) = cixl(to> * o x (t )+ +cnxI (t ) Urmînd același raționament ca în demonstrația teoremei , găsim că ( ) are loc cu c-^ Cg, ,сд obținute din ( ) Observație Deoarece în demonstrația suficienței condiției ( ) am folosit cerința mai slabă det X(t ) țăO, pentru tQ€ €(t^,tg) fixat, rezultă că ( ) este echivalentă, de asemenea, cu această ultimă condiție Cu alte cuvinte, dacă det X(t) este diferit de , pentru un toe(t^,t ) dat, det X(t) esto diferit de în orice punct pe Un enunț echivalent estes dacă det X(t) este zoro pentru un t (t^,t ) dat, atunci ol este identic zero pe ^ ’^ ^ " Să observăm că det X(t) este numit determinantul lui V 'ron-ski al sistemului x" (t) ,x^(t), ,xn(t) și se notează W(x\x^, ,xn) sau mai simplu W(t), dacă această notație nu poate să dea loc la nici o confuzie Vom demonstra acum un rezultat privind ffironskianul (formula lui Liouville) Teorema fie T(t) Wronskianul soluțiilor x^(t),x^(t), ,xn(t) ale sistemului ( ) Atunci, dacă t,ta €(t țt^javem c t ( ) W(t) = W(tQ) exp i j Sp â(s)ds b , l to J unde n Sp A(t) = ZZ a (t) = Demonstrație Deoarece ; x*(t) X^(t) X°(t) *(t) = det X(t) = Xg(t) x|(t) Ct> » i,k = , ceea ce implică ( ) Wk(t) = akk(t)W(t) , к = , , ,n In concluzie din ( ) și ( ) obține® ( ) W(t) = ^Sp ă(t)] W(t) Ecuația ( ) atrage ( ) deoarece este o ecuație liniară o-mogenă în E(t) Observație Formula ( ) arată că W(t) este ori identic zero pe (t-ptg) sau diferit de zero în orice punct al intervalului Ѵош considera acum ecuația diferențială matricială asociată lui ( ) t ( ) X = A(t)X Se interesează să găsim acele matrice de tipul (n,n) ce satisfac ( ) Din ( ) rezultă că X(t) = (xT(t),x (t), ,xn(t)), unde x (t),x (t), ,xn(t) sînt funcții vectoriale, este o soluție a lui ( ) dacă și numai dacă flecare x (t), к = , , n este o soluție a lui ( ) Să observăm că ( ) admite o soluție unică X(t), definită pe (tptg) așa încît t ( ) x(t )= C în care іаг C es,,:e matrice de tip (n,n) constantă Tinînd cont de teorema , rezultă că X(t) definită de ( ) și ( ) este o matrice fundamentală (adică matricea sistemului fundamental de soluții pentru ( )), dacă și numai dacă det C/ Dacă cunoaștem o matrice fundamentală pentru ( ) sau - ceea ce este același lucru - o soluție a ecuației diferențiale matriciale ( ), așa încît det X(t) , atunci ( ) x(t;to,x°) = X(t)X- (t )x° în care x(t,tQ,x ) reprezintă soluția sistemului ( ) care ia valoarea x° pentru t = tQ> Matricea inversă în membrul drept al lui ( ) există, deoarece det X(t) , t fCt-ptg) іЛаі departe vom folosi adesea formula ( ) § Sisteme liniare neomogene Se consideră sistemul ( ) x = A(t)x +■ b(t) în care A(t) este o matrice de funcții de tipul (n n), continuă pe iar b('t) este o funcție vectorială cu n compo- nente continuă pe același interval Vom presupune că este cunoscută o matrice fundamentală X(t) pentru sistemul omogen ( ) și să aplicăm metoda variației constantelor, pentru a găsi soluția pentru ( ) Să observăm că formula ( ) care dă soluția generală a lui (a) poate fi scrisă ( ) x(t) = X(t)c , în саге c este un vector coloană constant ale cărui coordonate sînt c-, ,co, ,c„ i a n Metoda variației constantelor constă în găsirea unei soluții de forma ( ) pentru sistemul neomogen ( ) cu o = c(t) convenabil ales Din ( ) pentru c = c(t), găsim x(t) = X(t)c(t) + X(t)o(t) = A(t)X(t)c(t) + X(t)c(t) și înlocuim în ( ) obținem A(t)X(t)c(t) + X(t)c(t) = A(t)X(t)c(t) + b(t) , de unde ( ) X(t)c(t) = b(t) Ecuația ( ) definește unic c(t) pe (t^ tg) deoarece det X(t) ^ , t€(t ,t ) Obținem ( ) c(t) = X“ (t)b(t) care arată că t ( ) c(t) « c ♦ j X- (s)b(a)ds , t€(t ,t,) , o unde c este un vector constant iar tQ€ (t-ptg) este fixat Porraula ( ) dă toate funcțiile vectoriale c(t) astfel ca ( ) să aibă loc Tinînd seama de ( ), ( ) conduce la t ( ) x(t) » X(t)c «• X(t) j X" (s)b(s)ds , t€(t (t ) % cu o un vector constant arbitrar Este un exercițiu elementar a demonstra ( ) este într-ade-văr o soluție a lui ( ) In plus, toate soluțiile lui ( ) sînt date de ( ), ou o constantă arbitrară o Pentru a demonstra ultima af iraațieeste- euficiant să observăm că pentru o alegere convenabilă a lui c, x(t) dat de ( ) satisface condiția inițială ( ), x(tQ) = x° Obținem x° = X(tQ)c , care implică t ( ) x(t,to,x°) = X(t)X" (t )x° + X(t) X" (s)b(s)ds , *o unde x(tțt ,x°) reprezintă soluția lui ( ) ce satisface ( ) Gîteodată, ( ) se mai scrie sub forma t ( ) x(t;t ,x°) = X(t)X~ (t )x° + (t)X" (s)b(s)ds , t - deoarece ° Ѣ (ЗѲ) x”(t) = X(t) J X (s)b(s)ds = \ X(t)X (s)b(s)ds % o Ultima egalitate din ( ) poate fi ușor verificată Este de asemenea ușor de văzut că ( ) x = A(t)x(t) + b(t) , dacă luăm în considerație ecuația ( ) pentru X(t) In scopul - - de e obține ( ) este convenabil să se folosească prima expresie pentru x(t) din ( ) Acum, formula ( ) este echivalentă cu ( ) x(t) = X(t)c ♦ зс(ѣ) , care poate fi citită în felul următor: pentru a avea toate soluțiile sistei ului neomogen ( ), este suficient să se adauge soluția x(t) a acestui sistem la o soluție arbitrară a sistemului ( ) De fapt, ceea ce am afirmat mai sus rămîne valabil dacă se înlocuiește x(t) printr-o altă soluție fixată a Iul ( ), de exemplu , „ x (t) = X(t)c ♦ x(t) Intr-adevăr, X(t)c + x*(t) = X(t)(c + c*) + x(t) = X(t)c+x(t), unde c' este un vector constant arbitrar In consecință, de îndată ce cunoaștem soluțiile sistemului omogen ( ), adică o matrice fundamentală a acestui sistem, putem găsi o soluție x(t) a sistemului neomogen ( ), prin aplicarea metodei variației constantelor Această operație cere, în afară de unele calcule, algebrice, integrarea unei funcții vectoriale - ceea ce înseamnă — integrarea a n funcții scalare Odată ce am găsit o soluție x(t) a sistemului ( ) soluția generală (sau integrala) acestui sistem este dată de ( ) § Ecuații liniare de ordin superior Vom aplica acum rezultatele găsite în § și § cazului ecuațiilor diferențiale liniare de ordinul ,n, cu n > ' Se consideră ecuația liniară ne omogenă ( ) x(n) = a (t)x(n ) ♦ a (t)x(a~ )+ + an(t)x ♦ b(t) , unde a^(t) , , a^t) și b(t) sînt funcții scalare continue pe (t^ tg) Am văzut în § că ( ) este echivalent cu • • » • ( ) ■ • • • xn- = xn-l Ла-l = al(t)xn-l * a (t)xn- + ’* an(t)x * b(t) care reprezintă un sistem liniar de forma ( ) In plus, dacă x(t) este o soluție a lui ( ), atunci /x(t) \ i(t) este o soluție a lui ( ) Dacă luăm o soluție arbitrară a lui ( ) , atunci prima coordonată este soluția ecuației ( ) Să remarcăm că ecuația omogenă corespunzătoare lui ( ) este ( ) xCn) = a (t)x(n- ) + a (t)xCn" )+ + a£J(t)x , iar sistemul omogen asociat este X “ X Datorită corespondenței de mai sus între soluțiile lui ( ) ?i ( ), respectiv ( ) și ( ), putem deduce cîteva proprietăți ale ecuațiile liniare de ordin superior, plocînd de la proprietățile sistemelor diferențiale liniare Mai întîi, eă observăm că din teorema decurge un rezultat cu caracter global in ceea ce privește existența soluțiilor ecuațiilor diferențiale de ordin superior Mai precis, urmează că orice soluție a lui ( ) este definită de (t^ tg) Teorema , aplicată lui ( ) dă următoarea proprietate a ecuației omogene liniare ( )i mulțimea tuturor soluțiilor e-cuației ( ) formează un spațiu vectorial de dimensiune n pes te cîmpul numerelor reale Este interesant de subliniat că proprietatea de dependență liniară e soluțiilor lui ( ) poate fi formulată astfel dacă Xj(t),x (t)„ ,xm(t) sînt soluții ale lui ( ), vom spune că ele sînt liniar dependente dacă există niște constante c^, c ,, ,c nu toate zero, așa înaît ' m ( ) c-jXj^t) + C X (t) + + «^(t) = O, t€(tltt ) In caz contrar, ele sînt numite liniar independente Se observă că din noțiunea de dependență liniară din cazul sistemelor și din ( ) se pot deduce următoarele condiții în loc de ( ) s ( ) 'c xi(t)+c x (t)+ + cmxm^^ = c x (t)+c x (t)+ t = CiX^n \t)+c x(a~I\t)+ +cmx^n \t) = O , pentru t arbitrar în (tptg) Deoarece ( ) implică ( ), este suficient să de demonstreze afirmația inversă, pentru a stabili echivalența lor Intr-adevăr luînd derivatele ambilor membri în ( ), găsim ( ) Prin urmare, noțiunea de dependență (sau independență) liniară se enunță mai simplu în cazul ecuațiilor liniara, decît în cel al sistemelor Desigur, este interesant de știut dacă un sistem de n solu ții ale lui ( ) formează un sistem fundamental sau nu Deoarece Wronskianul corespunzător lui x^(t),x (t), ,xa(t) este ( ) »(t) « xx(t) x (t) x^t) xx(t) x (t) in(t) x ’ = T’ a • sau, folosind notația vectorială ; ( ) x = i x) Vom presupune că f(x) este o funcție vectorială definită pe un anumit domaniu DC R , și satisface o condiție Lipscbitz locală (desigur: această irp'ică continuitatea lui f(x) în ?) Din teoremele generale stabilite în capitolul III, putem deduce pentru sistemul ( ) următorul rezultat» fiird dat un tQ€ R și x°€ D, există o soluție unică x = x(t), definită pe un interval maxim (ty,tg), așa încît x(tQ> = z° Deoarece f(x) nu depinde de t, se poate presupune că este o constantă in raport cu t^R și luăm Л = RXDc Rn’ ca domeniu de bază pentru dezvoltarea teoriei capitolului III Pe de altă parte, ținînd seaaj de aceste particularități ar fi necesar să găsim o relație îrvre soluțiile ce corespund aceluiași x°, dar la diferiți t Relația se va clarifice prin faptul că : ( ) x(t;t ,x°) = x(t - to; ,x°) , ambele funcții f ? ind definite pe același interval (t-jjtg) Sansul lui ( ) este următorul» dacă am afla soluțiile sistemului ( ) car? corespund lui t = O ț i x°€D arbitrar , atunci aa cunoaște toate soluțiîl acestui sistem ste suficient de a efectua o translație de-a lungul axei t pentru a obține toate celelalte soluții - * - Inairte de e merge mai departe cu studiul sistemelor autonome, să demonstrăm ( ) Deoarece membrul drept al lui ( ) se reduce la x° pentru t = t , avem de demonstrat numai că x(t - t > ,x°) este o SC-О’ ° luție a lui ( ) Știm că x(t,O,x°) = f(x(tjO,x )) pentru orice t ce aparține intervalului maxim da existență a soluției ce trece prin (O,x°), să spunem (t-ptg) Deoarece f nu depinde explicit de t, rezultă : x(t-to, ,x°) = f(x(t-toi ,x°)), pentru t € (^ +t ,'t +t ) Deci, ambii membri al lui ( ) sînt soluții (saturate)ale lui ( ) luînd aceeași valoare în t = tQ Ele coincid, conform teoremei de existență și unicitate Să notăm ( ) x(tix°) = x(t-,O,x°) Funcție xf(t;x°) reprezintă soluția sistemului ( ), luînd valoarea x° în t = Rezultă din argumentația de mai sus că este suficient ca c(t,x°) să descrie mulțimea tuturor soluțiilor sistemului ( ), deoarece ( ?) poate fi scrisă x(t;t ,x°) = x"(t - t ;x°) Vom încerca acum să folosim mai mult avantajul că sistemul este autonom Lai întîi, este interesant de arătat că x = x"(tix°) este complet determinat - ca o curbă în Rn+^ - prin proiecția sa ortogonală pe D (adică pe secțiunea lui Л ce corespunde lui t = ) Proiecția este parametrizată în modul următori dacă este proiecția punctului x^tix ), atunci corespunde valorii t a parametrului In consecință, apare în mod clar posibilitatea de a utiliza ? spațiul în l>jc de RrH’i, pentru в obține o interpretare geometrică adecvată a colportării curbelor integrale аіъ sisteaă- ui ( ) Mai precis, se consideră în D toate curbele integrale ale ecuației x = itjx°) cu x°S D Deoarece x(t;t ,x°) = =x(t-tQ;xf) putem afirma că toate traiectoriile sistemului ( ), adică graficele tuturor soluțiilor acestui sistam Desigur, toate soluțiile x = c(t-t >x°), cu tQ£ și x° fixat , au aceeași traiectorie Ca de obicei, considerăm soluțiile pe intervalul lor maxim de existență Acum, vom demonstra că două traiectorii distincte nu se pot întîlni, una cu cealaltă Intr-adevăr, să presupunem că avea )• Atunci x(t;x ) = -t ;x , deoarece ambii raenbri sînt soluții nle lui ( ) și ele sîaț egale pentru t = t • Aceasta arstă că traiectoriile considerate sînt identice In vederea unei clasificări a traiectoriilor unui sistem autonom, este nevoie de următoarea Iernă Leră Fie A o gubriltine închisă a lui care conține cal puțin două elen: nta, : - înc t să implice a-,+ a-, € Д, -a^e A Atunci, ori A - R, ori există ” C așa incit A = = |nJj unde n cute m între': arbitrar Demonstrație Este evident că A conține cel puțin un număr pozitiv Acun, putem deosebi nunai două cazuri distincte : A conține un cel nai mic rtimăr pozitiv-, A conține nunere pozitive, oricît de nici *■ - Să cc^sidețăp jjriEHfl caz și notăm p£in Ț cel nai mie rju- ■ t£r pozitiv- țparțlne lui Д Atunci este cVidonț cc A creț țină orice EKilv de ferma nJT,-“cu fi jMiz -eg -orbii rcr, Vcț' dlnonstre că А = (ni j Intr-adevăr, dacă a£A, există n așa incit nT^ac(n*l)T Dar a-nT € A și din inegalitățile de mai sus obținem Ой a-r>T > ap ,lim вд= cînd n ■» oo Fie a un număr real arbitrar Vom demonstra că aeA, adică A = R D m defini matricea exp A Această matrice este dată de ( ) expl = t t Ар+ , + Aj-f în саге I este matricea unitate de tip (n,n) Să reamintim că mulțimea tuturor metricelor de tipul (n,n) formează un spațiu vectorial peste corpul numerelor reale și că o normă A —> ПАИ poate fi definită așa cum este arătat / acest spațiu este complet în raport cu norma dată în § In plus, Intr-adevăr, se poate vedea cu ușurință că un șir de matrici să spuneai ^ApJ ce satisface condiția lui Caucby || А^-Д^Ц-сё de îndată ce p,q^-N( ), pentru orice >O, este convergent către o matrice A Este suficient să observăm că И ^p - implică [ - a^j| IIA || P* + ПАП Р*Ш ф (р+ )! (р+ш)і Deoarece seria n=l este' convergentă, urmează din ( ) că |Apj este un șir Caucby Aceasta demonstrează existența lui exp A definită prin ( ) pentru orice matrice A de tipul (n,n) Expresia ( ) se mai numește funcție exponențială de matrice Se consideră acua ( ) X(t) = exp(At) , t€R Vom demonstra că XCt) este soluția lui ( ), așa încît X( ) = I Intr-adevăr, vom avea ( ) exp(At) « I ♦$♦ ♦ care conduce la * «И^В- Zt exP(At) = A*îr ♦•••■' Тш-ТЛ *•••’ adică ( ) -|ț exn(At) = A exp(At) Faptul că X( ) = I se poate constata din ( ) Prin urmare, X(t) dat de ( ) este o matrice fundamentala pentru sistemul ( ) Pentru a obține și alte informații despre matricea exp (At) avem nevoie de mai multe proprietăți ale spațiului metricelor In legătură cu această problemă este convenabil să presupunem că lucrăm cu vactcri și matrice complexe (adică vectori ale căror coordonate sînt numere зоирісхе sau matrice ale căror e-lecente sînt de asemenea согг-іохе Considerațiile precedente răcîn valabile cu schimbări minore De exemplu în definirea normei unui «rector complf vom lua llxll = (lxx| + |x | * |xn| ) / O schi"bare asemănătoare trebuie făcută în formula ( ) definește II A|| Kotivul pentru care aa considerat vectori și matrice c plc-xe va apărea în cufînd O teoremă clasică a lui Jordan afirmă că pentru orice matrice complexă A, do tipul (n,n), există o matrice nosin ulcră B, c; i îneît В B = J ere forma canonică ( ) Jo o О Jm unde JQ = diag ( -^ , Р ( ) Ji = о О О Și О о о Лр+і о о pentru i = l, , ,m Fie (deci n = p + p^ ♦ slnt Pi numărul liniilor și coloanelor lui + Китѳге ѳ Л, j = , , ,p+m rădăcinile caracteristice ale lui A In general, ele sînt complexe chiar pentru un A real Deoarece A = BJB“\ rezultă cu ușurință că Am = pentru orice m Deci ( ) exp(At) = В exp(Jt)B~l Pe de altă parte, obținem ( ) exp(Jt) = deoarece puterile matricei J au aceeași structură, ca J însăși Dn calcul simplu arată că ( ) ezp (JQt) = diag (expC^t), ,exp(?vt) rentru а exprina exp (J^t), i = , , ,в sînt necesare cî-tcva considerații suplimentare юз Mai Івѣ£і, să observăm că poate fi scrisă în forma i p+i p^ p± ’ unde Ip^ este matricea unitate de tipul (pi,pi) iar Zp se ее notează matricea de tipul (p^ p^) de forma Este ușor de obținut orice putere a matricei Z De exem-₽i piu pentru la dreapta Rezulta că a găsi mutăm diagonala formată din cu un loc aceluia din Z La fel pentru celelalte puteri ■ Pi ₽i Z are toate elementele zero pi In cele ce urmează va fi utilă formula ( ) exp(A + В) = (exp A),(exp B) , care nu este adevărată pentru orice A și В ci numai' pentru perechi de metrice A și S comutative AB = BA Aceasta poate fi demonstrat ușor plecînd de la ( ) Deoarece Și ( ) : I Și Pi PX sînt comutative, vom obține din ( ) ( ) cxp(Jit) = ѳхр( Лр> р^) ехр t) Din ( ) ( ) exp(A>+i V sexp :-rL\ r) , în care p, (t) sînt polinoame în t funcție q(t) de forma ( ) va fi numită ouasi-pclincs Atunci, puten, afirma că pentru orice sistem diferențial liniar, omogen, există o matrice fundamentală ele cărei elemente sînt quasi-polinoame, în plus, funcțiile exponențiale ce apar în aceste quasi-polinoame sînt de forma- e::p(At) în саге Л este o rădăcină caracteristică a natricci coeficienților Vom demonstra acum un rezultat cu privire la quaci-polinoare Acesta este necesar în demonstrațiile viitoc-re și prezintă mult interes în aplicații Iernă Se consideră un quasi-polinom a ( ) q(t) = ZZpk(t) exp(Akt) cu Лк pentru к j gi se presupune oft) = pe axe reală Atunci pk(t)= , k=l, , ,n Demonstrație Afirmația este evidentă pentru n = de o?' ies funcția exponențială nu este zero Să presupunem acum concluzia Lemei adevărată pentru orice quasi-polinom cu (n- ) funcții exponențiale în alcătuirea lui Deoarece Q-^Ct) = q(t) exp(-A^t) este tot un quasi-polinom i-dentic nul pe axa reală, rezultă că derivatele sale de orice ordin vor fi identic zero Dacă gradul lui p^(t) asta r, vom lua derivata de ordin r+ , qf(t) = q^r’r’L?t), q(t) fiind un quasi-polinom de forma д q"(t) = ^pk(t)exp|(Ak- Apt Deoarece q(t) conține numai (n- ) funcții exponențiale, i-potezele noastre inductive dau Pk(t) = , к = , , ,n Putem demonstra că pk(t)~ este posibil dacă și numai dacă pk(t)= C într—adevăr, pentru к fixat puteai scrie PjAt') =ao^C + ai“ ■'■■*■•••+ i , unde aQ aă Un calcul simplu arată că pk(t) = (A, - А^)г’-а Ьи + termeni de grad nai mic dccît a Deci, pk(t) =fe implică ț’j (t)^ , ceea ca încheie demonstrația Să considerăm din nou sistemul ( ) și să arătăm calea de a- reduce la o ecuație liniari’ de ordinul n cu coeficienți constanți Un rezultat algebric auxiliar va juca un rol important în abordarea acestei probleme, Să presupunem că ecuația caracteristică a matricei A, det ( Лі - A) = are forma ( ) ° ♦ Лп + * a xA+ an = teoremă a lui Cayley*' afirmă că matricea A este o „solu- ție matricială’ * a ecuației sale caracteristice adică ( ) An + aiAn + Să se demonstreze că orice sclu* x = x(t) a lui ( ) satisface lin sup —u 'li- oo t Indicație Se folosește inegalitatea lui Gronwall Sc consideră sistenul liniar (S)x= A(t)x, unde A(t) este o matrice reală continuă pe (t ,tQ) Pie A (t) tr ' - opu lui A(t) și să considerăm sistemul adjunct (S*)y = -A*(t)y Să ее denonstreze că produsul scalar, între o soluție a lui (S) și o soluție arbitrară a lui(S*), este o constantă pe (Inegalitatea lui WaXev -ski) Cu notațiile din problema precedentă, să definim H(t) = ^A(t) + A*(t)J/ Deoarece H(t) are numai rădăcini caracteristice reale, se poate considera cea mai mică rădăcină A(t) ca și cea mai mare rădăcină caracteristică a lui H(t), să spunem A(t) Dacă toe(t^,tg) și t>tQ, atunci orice soluție x = x(t) a sistemului (S) satisface t t lix(; )|| exp [^Â(s)dsj£ llx(t)ll « llx(to)l| exp [ J Л (s)ds] % Indicație Se notează y(t) = (x(t),x(t)) = (fx(t)ll fi se arată mai întii că у = (х,Йх) Deoerece avem A(t)yjf(x,Hx)$ a A(t)y , inegalitatea poate fi obținută prin integrare Ș Se consideră ecuația liniară omogenă ( ) și se presupune că este cunoscută o soluție u(t) =£ Să se demonstreze că у = x/u satisface o ecuație de aceeași formă, coeficientul lui у fiind identic zero Să se reducă ecuația dată la o ecuație de ordinul (n-l) Se consideră ecuația diferențială x + си?х = f(t), cu f(t) funcție continuă pe (t-jjtg), gj fiind o constantă reală Să se arate că integrele generală este dată de t x(t) = A cosc-jt + В sin Get + — \ sinc*j(t-s)f (s^ds ~ “o unde A și Б sînt constante arbitrare iar tQ este un număr fixat In (tjjtg) Să se folosească formula de mai sus pentru ,a găsi o ecuație integrală ecMv-alentă' bu ecuația diferențială neliniară • ' \ * ' ' ■ * ‘ X x Fie mulțimi a tuturor punctelor din Rn așa încît există șiruri taj ’ —»■ oo , cu x( t^) —* x £ -Я- cînd n —* oo J?ă se demonstreze că H- este o mulțime închisă formata din traiectoriile sistemului dat Dacă x(t) -*■ x cînd t —* oo , atunci x este un punct singular al sistemului indicației Dacă x(t) = x(t;x°), atunci x(t;x(six°)) = = x(t+s;x°},t, > Fie x = lim x(t ii°) un punct arbitrar n f со iu Л- Atunci x(t;x)€ -Л- dt-arece x(t + t^țx = x(t;x(tnîx x(t;x), Se consideră sistemul eutonon liniar x = ax + by, у = cx «• dy , unde a,b,c,d sînt numere reale așa încît ei - bc Să ce discute comportarea traiectoriilor în vecinătatea originii, care constituie unicul punct singular al sistemului Indicație Se va folosi forma canonică a lui Jordan a unei metrici de tipul ( , ) Se pot considera următoarele cazuri: în cazul , care corespunde existenței rădăcinilor caracteristice complexe, este recomandabil să se folosească coordonatele polare - - Se consideră sistemul liniar de control x = Ax + bu(t), unde A este o matrice constantă de tipul (n,n), b este un vector constant cu n coordonate și u(t) o funcție măsurabilă arbitrară de la £to,tj în Q- J • Se presupune condiția inițială x(t ) = x° dată și se notează prin K(t^) mulțimea tuturor punctelor din B în care x° poate fi dus prin u(t) așa cum a fost descris mai sus Să se arate că mulțimea K(t, ) este compactă și convexă Menționăm că mulțimea K(t) este numită mulțimea de accesibilitate Indicație : Prin definiție, x K(t^) dacă și numai dacă există un control u(t) astfel încît x = x(t ,to,x°) Se va folosi formula variației constantelor Capitolul V TEORIA STABILITĂȚII LA SISTEME DIFERENȚIALE ORDINARE ==================================== ============ nin punct de vedere matematic, conceptul de stabilitate poate fi apropiat de acela de dependență continuă a soluțiilor de condițiile inițiale Să notăm, ca de obicei prin x(t;tQ,xo) soluția sistemului x = f(t,x) egală cu x°, pentru Ѣ = tQ Să presupunem că x(tjt,J) este definită pentru toți t } 't și ce apar- țin unei vecinătăți a lui (to,x°) Dacă x(ttt,Ț-) este continuă în (t ,x°) uniform în raport cu t, t^-'E , vom spune că x(t;t ,x°) este o soluție stabilă Aspectul important al acestei definiții constă în faptul ca implică valorile soluțiilor pe o semiaxă, în timp ce noțiunea de dependență continuă se referă la soluții definite pe un interval finit (vezi § ) Pe de altă parte, noțiunea de stabilitate are un puternic suport fizic Pentru a ilustra acest fapt este convenabil să presupunem că x(tțt ,x°) = este o soluție pentru x = f(t,x) Desigur, aceasta implică x° = și f(t,O) = Dacă i = f(t,x) descrie mișcarea sistemului dinamic, atunci presupunerea anterioară are semnificația că sistemul considerat este într-o poziție de echilibru corespunzătoare lui x= Ori,o poziție de e-chilibru este stabilă - din punct de vedere fizic - dacă mișcarea sistemului corespunzătoare unor mici impulsuri inițiale,se va - - desfășura în jurul acestei poziții Tradusă în termeni matematici, proprietatea spune că xțtjTÎ Țp este continuă în (to ) uni farm în raport cu t pe t > to« Cu alta cuvinte, conceptul dinamic de stabilitate conduce direct la acela de dependență continuă a soluțiilor de condițiile inițiale (pe o semiaxă) Sînt mai multe tipuri de stabilitate și în discutarea acestei noțiuni vom intra în mai multe detalii Oricum, cititorul va observa că dorim să prezentăm aici numai unele aspecte importante ale acestei teorii, teorie ce joacă un rol important în cercetarea contemporană § , Definiții și exemple Se consideră sistemul diferențial ( ) X = f(t,x) în oare x și f sînt vectori cu n coordonate reale (adică Lucrăm în următoarele ipoteze generale: f(t,x) este continuă și satisface o condiție Liuschita locală în mulțimea: ( Д ) t>O, ||xll£+co ( ) f(t,O) = , t > Deoarece ipotezele considerate implică existența și unicitatea soluției prin orice punct (tQ,x )€A , răzuită că x(t;t ,x°) este definită pentru orice (tQ,x°)eA și t E unde TQ C + oo și depinde de (to,x°) Din ( ) rezultă că x = O este o soluție a sistemului ( ) și deoarece are loc proprietatea de unicitate, rezultă că orice soluție a lui ( ), distinctă de x = O nu se anulează nicăieri pa intervalul său de existență Vom prezenta aici definițiile sal importanta legate de noțiunea de stabilitate a soluției x = O a lui ( ) Definiția Soluția x = a lui ( ) va fi numită stabilă dacă oricărui £> , t > , îi corespunde O eșa încît llx(t;t ,x°)ll tQ, de îndată ce »x (| astfel încît ( ) lim Ilx(tjt ,x°)ll = t-» oo pentru toți x(t;t ,x°) cu II x°ll O există T(£) > O, așa încît ( ) Hx(t;to,x°)ll tQ + T(£) și toți x° cu Их°Я , uniform în raport cu (t ,x°), tQ> O, ||x°l) Din (Ș) se obține t ( ) x(t;t ,x°) = x° exp j a(s)ds f Au loc următoarele proprietăți : I Soluția x = a ecuației ( ) este stabilă dacă și numai dacă t ( ) I a(s)ds M(to) , t > to , to unde M(tQ) este finit pentru orice tQ> II Soluția x ~ pentru ( ) este uniform stabilă dacă și numai dacă t ( ) f a(s)ds И t > , cu M constant % III Soluția x = a ecuației ( ) asimptotic stabilă da- că și numai dacă t ( ) lira J a(s)ds = - oo t—>■ oc tQ IV Soluția x = a lui ( ) este uniform asimptotic stabilă dacă și numai dacă există d > așa înoît ( ) Ѣ J a(s)ds t * Demonstrația primelor trei condiții este relativ simplă In ceea ce privește propoziția IV, vom da demonstrația în pa- rsgraful următor , cînd vom discuta proprietățile de stabilita- te a sistemelor liniare (de fapt ne vom ocupa de un caz mai general) Să dencastrăm acum, proprietatea I • Bacă ( ) are loc, atunci ( ) conduce le ; |x(t;to,i°K |x°| exp ^M(tQ)j t , de îndată ce |х°| = £ exp ț-M(tQ)j Deci ( ) este suficientă pentru stabilitate Pentru e-i demonstra necesitatea, să presupunem că relația ( ) este contrazisă pentru un tQ^ Atunci putem găsi un șir {^nj* n a^a t și n t cn ( ) J a(s)ds > log n, n = , , Aceasta înseamnă că |x(tn;to,x°)| > n ] x°l , ceea ce arată că x = nu poate fi stabilă pentru ecuația ( ) Demonstrația proprietății II este asemănătoare In particular, se poate lua - oricum îl luăm pe to> și x° real Prin urmare, ( ) implică stabilitatea asimptotică Pentru a demonstra necesitatea lui ( ) să presupunem că x = este asimptotic stabilă Dacă ( ) nu este adevărată,a-tunci putem găsi un șir {Ѣп ■ ’ *n cînd n -> со și un număr N > , așa încît n a(s)ds > log К > oo, n = , , o Inegalitatea de mai sus implică | x(tn;t ,x°)| > N(x°| care contrazice proprietatea de stabilitate asimptotică a soluției x = a ecuației ( ) ( ) - - Din afirmația de nai sus, ae trage concluzia că cele patru tipuri de stabilitate sînt toate distincte, deoarece nici o pereche din condițiile ( ), ( ), ( ), ( ) nu este formată din condiții echivalente Este utilă urcătoarea schemă i ^^ stabilitate uniformă stabilitatea uniform stabilitate asimptotică țabiiitate asimptotică'"''* In ceea ce privește raportul între stabilitatea uniformă și cea asimptotică să observăm că în timp ce condiția ( ) este satisfăcută de a(t) = cos t, ( ) nu este satisfăcută In mod a-nalog, a(t) = sin In t + cos In t -oL, p>>d pentru x£fx (x ] , în саге (/ - ■ oo Prin urmare, stabilitatea uniformă și stabilitatea asimptotică sînt noțiuni distincte Sînt necesare cîteva comentarii înainte de a continua discuția Mai întîi, în definirea diferitelor tipuri de stabilitate an discutat anumite proprietăți numai pentru soluția x = O a sistemului ( ) Studiul proprietăților corespunzătoare unei soluții arbitrare x = x(t) s sistemului ( ) poate fi redus la cazul precedent Intr-adevăr, dacă x - x(t) este o soluție a lui ( ) definită pe semiaxa t > O, atunci у = x - x(t) satisface s ( ) у = g(t,y) , unde g(t,y) = f(t,y + x(t)) - f(t,x(t)) Avem g(t, )s O și din definiția deducea s Soluția x - x(t) « sistemului ( ) aste stabilă dacă oricărui , tc> , îi corespunde °» așa incit rx' t;t ,x°) - x(t)l| t orice de cite ori t>t , Și llx° - x(,țp) « ales arbitrar, folosind dependența continuă a soluțiilor de valorile lor inițiale (pe orice interval finit) Să considerăm un £ > ales arbitrar și fie tQ> dat Există ^(£) așa încît t > și llx°ll , (deci pentru t > tQ) și ||x°|) , unde X(t) este o matrice fundamentală arbitrară a sistemului ( ) (vezi § ), definită pe întrerga setniaxă t^- Să considerăm următoarea problemă: să se găsească condiții necesare și suficiente pentru X(t) care să asigure un anumit fel, dat, de stabilitate pentru soluția x = a sistemului ( ) Vom răspunde la această problemă considerînd la început cazurile de stabilitate și stabilitate asimptotică Teorema Fie X(t) o matrice fundamentală a sistemului condiție necesară și suficientă pentru stabilitatea solu- ției x = este mărginirea lui X(t) pe semiaxa t ■> : ( ) IIX(t)ll oo Demonstrație Dacă ara loc ( ), atunci ( ) conduce la ( ) ||x(t;t ,x°)H M liX (t )ll !lx°ll , t O din care obținem llx(t;t ,х°)И , pentru |lx°ll Deoarece orice coloană din X(t) este o soluție a lui ( ) rezultă că matricea X(t) este mărginită pe t Raționamentele de mai sus arată de asemenea că stabilitatea și mărginirea sînt proprietăți echivalente pentru sistemul ( ) Să considerăm acum cazul stabilității asimptotice pentru soluția x = a sistemului ( ) Deoarece relația ( ) implică ( ) rezultă că ( ) are drept consecință stabilitatea In plus, din ( ) obținem ( ) |J x(t;to,x°)ll ||X(t)|| IIX (t )ll II x°|| , t> , care conduce la lim Hx(t;t ,x°)||= , cînd t —► oo pentru orice soluție a sistemului ( ) Deci ( ) este o condiție suficientă pentru stabilitatea asimptotică Pentru a demonstra necesitatea lui ( ) vom observa că ( ) lim ltx(tSO,x°)|l = t—*■ axe loc pentru toți x° așa înoît IIx°JI oo, adică ( ) este adevărată Teorema este astfel demonstrată Teorema • Să considerăm sistemul ( ) si fie X(t) o matrice fundamentală a acestui s stern condiție necesară ți suficientă pentru stabilitatea uniformă a soluției x = O este existentă unui număr > O așa incit i ( ) ||X(t)X (t )H M , t>to> condiție necesară și suficientă de stabilitate asimptotică uniformă a soluției x = este existența a două numere pozitive H și ot așa incit ( ) IIX(t)X (t )H N exp ț-cC(t-t )] , t>tQ> Demonstrație Suficiența condițiilor( ) și ( ) se poate verifica cu ușurință dacă considerăm expresi- ( ) Obținem llx(tit ,x°)ll M llx°)l , ceea ce arată că Hx(t;t ,x°)|l * * iog (e" ^) = to ♦ t(£) Să demonstrăm acum necesitatea lui ( ) Dacă x = este uniform stabilă, atunci ( ) IIX(t)X~^(to)x° Л , pentru l|x || Condiția ( ) este echivalentă cu ( ) HX(t)X (to)x°l| to» , unde n este numărul liniilor și coloanelor lui X(t) Intr-adevăr, dacă alegem în ( ) pe x° așa încît II x°|| = și toate coordonatele sînt zero, cu excepția aceleia de rang m, - - • și fiecărui £ > îi corespunde T(£) așa încît Ilx°ll t + T(£) implică ( ) ||X(t)X” (to)xol) t >T unde к = ’/n" to> Pe de altă parte, deoarece stabilitatea uniform asimptotică implică stabilitatea uniformă, există A> , așa încît ( ) ||X(to + s)X (to)|| £ A, to> , O^siT Din ( Ș) și ( ) vom deducem ( ) Intr-adevăr pentru orice t > t , există un număr natural m, așa încît t € [ t ♦ mT,t + (m + )T) Prin urmare DX(t)X’ (t )ll ||X(t + T)X" (t )ll Ak® Să notăm ot= -T” In k, ceea ce implică ot> și ( ) II X(t)X (t )ll k“ Ac“oC(m+ )T t • dacă luăm k'^A = N și ținem seama că t-t t , care demonstrează afirmația de mai sus Dacă sistemul x = f(t,x) este astfel încît expresia ( ) să aibă loc pentru toate soluțiile ou x° || suficient de mic (fie II□c°l|^X“ ) atunci x = este soluție exponențial a- simptotic stabilă Desigur, stabilitatea exponențial asimptc'’că implică totdeauna stabilitatea uniform asimptotică Afirmația inversă este de asemenea adevărată pentru sisteme liniare, așa cum am văzut în teorema » In încheierea acestui paragraf, vom aplica rezultatele de mai sus cazului sistsmelor cu coeficienți constanți : ( ) x = Ax Aceste sisteme sînt de forma ( ) cu A(t)= A primă remarcă pe care am vrea s-o facem este că în acest caz noțiunea de stabilitate uniformă coincide cu aceea de stabilitate iar cea de stabilitate uniform asimptotică coincide cu stabilitatea asimptotică Intr—adevăr, dacă X(t) este matricea fundamentală a lui ( ) , așa încît X( ) = , atunci , ( ) X(t)X" (to) = X(t - tQ) Aceasta rezultă cu ușurință din faptul că ambii membri din • ( ) sînt soluții ele lui X = AX cpra se reduc le I pontru t = tQ Se poate deduce de asemenea din X(t) = exp jAt J Unind seama du ( ), ( ) poate fi scrisă i ( ) x(t;to,x°) = X(t - t )x° , și această formulă conduce cu ușurință la echivalența amintită mai sus De exemplu, stabilitatea asimptotică a soluției x = implică ( ), adică oricărui £> , li corespunde T(£)> așa Incit f|x(t)ll T(£) Din ( ) obținem ||x(t;tox°)ll tQ+ T(£), dacă Ux°l! (= Jj" ) Deci, stabilitatea asimptotică implică stabilitate uniform asimptotică, adică stabilitatea exponențial asimptotică Plecînd de la rezultatul de mai sus și considerînd ceea ce am Găsit în § se pot'deduce următoarele concluzii : Soluția nulă a sistemului ( ) este stabilă (deci uniform stabilă), dacă și numai dacă toate rădăcinile caracteristice ale matricei A au partea reală nepozitivă și acelea cu partea reală zerc sînt în așa fel Incit blocurile corespunzătoare In forma canonică a lui «Iordan se reduc la un simplu element (o matrice de tipul ( , )) Un alt mod de a exprima partea a doua a proprietății enunțată mai sus, este de a spune că toate rădăcinile caracteristice ale lui A, cu partea reală zero, au divizori elementari simpli Intr-adevăr, numai în acest caz soluțiile lui ( ) sînt toate mărginite pe semiaxa t > Singurele soluții de forma £tkeicet, unde oi este un număr real iar este un vector , corespund lui к = Soluția nulă a lui ( ) este asimptotic stabilă (deci erțo- - ? - ne r> ți al asimptotic stabilă) dacă și numai dacă toate rădăcinile caracteristice ale matricei Ă au partea reală negativă Intr-adevăr, X(t) va tinde ь sere cînd t -*• oo dacă și numai dacă toate quasipolinoamele саге-l formează au exponenți cu partea reală negativă Deoarece expononții acestor quasipo-linoame sînt tocmai rădăcinile caracteristice ale lui Â, criteriul este demonstrat Prin urmare, ambele criterii se referă la problema găsirii semnelor părților reale ale rădăcinilor caracteristice ale matricei A Există mai multe condiții care asigură faptul ca toate rădăcinile unei ecuații algebrice ( ) a An ♦ ax Лп + + ап хЛ+ = O,aQ> , au partea reală negativă Vom menționa aici binecunoscutul criteriul al lui Hurwitz^ Să formăm matricea de tipul (n,n) și să notăm prin minorul său principal de ordinul k,l«k , к - , , ,n ) J V Uspensky, Tbeory of equations Mc Graw-Hill,Kew York, , (p ) De exemplu, in cazul n = , găsim дг = ap о, л % § Stabilitatea în prima aproximație In afară de sistemul liniar ( ) să considerăm sistemul ne liniar ( ) x = A(t)x + f(t,x) , f(t,O)sO unde f(t,x) este o funcție vectorială-continuă în mulțimea (Д) t > , || xll așa încît oo ( ) jg(s)ds t ’o Dar f(t,x) satisface ( ), care conduce la t ( ) ||x(t;t ,x°)|! И х°|| +‘m J g(s) l|x(s;t ,x°)l| ds, t>tQ ‘'o ізо Inegalitatea ( ) este valabilă pentru acele valori ale lui t tQ pentru care x(t;t ,x°) este definită, adică lîx(tit , t°|| Za Vom vedea în continuare că această afirmație este adevărată pentru toți t^t^, de îndată ce l|x°j] este suficient de mică Deoarece ( ) este o inegalitate de tip Gronwall, obținem» f f ( ) || x(t;to,x°)ll M ||x°|| exp I Ы j g(s)dsj , t t *o finind sesaa de condiția ( ), rezultă că llx(t; t ,x°)]| Z a, pentru t^ to> de îndată ce M fî x°|| exp oo j g(s)ds l Z a o J Stabilitatea uniformă a soluției x = O pentru sistemul ( ) este acum consecința inegalității : oo ( ) l|x(t,t ,x°) £ И Цх°)| exp j g(s)dsj , t^ t , care este o consecință evidentă a inegalității ( ) С о г o ar Se consideră sistemul ( ) x = [A + B(t)] z , unde x este un vector n dimensional iar А,В sînt matrice de tipul (n,n) Să presupunem că A este o matrice constantă așa încît toate soluțiile sistemului x = Ax sînt mărginite pe se-miaxa t O (deci x = O este uniform stabilă) Dacă B(t) este astfel încît m ( ) j llB(t)ll dt Z + oo , atunci x = O este uniform stabilă pentru ( ) In particular, rezultă că perturbînd sistemul x = Ax, a cărui soluții sînt mărginite pe semiaxa t^- , prin adăugarea termenului B(t)x, în care B(t) satisface ( ),proprietatea de mărginire rămîne valabilă Să considerăm acum cazul cînd soluția nulă a sistemului in primă aproximație este uniform asimptotic stabilă (deci, exponențial asimptotic stabilă) Rezultatul pe care il vom demonstra este cunoscut de teorema lui Pincară—Liapunov Teorema Ș Să considerăm sistemul ( ) în următoarele ipoteze t ) A(t) este astfel încît soluția x = a lui ( ) este asimptotic stabilă; ) f(t,x) satisface evaluarea ( ) ||f(t,x)U este suficient de mic Atunci, x = este o soluție exponențial asimptotic stabilă pentru ( ) Demonstrație Vom urma aceeași cale ca în demonstrația teoremei « Deoarece ( ) cu condiția inițială x(to) = x° este echivalentă cu ( ), găsim din ( ), ( ) și ( ) ( ) llx(t;t ,x°)ll N Пх°ІІ e ( LN j e ^t s))lx(s,t ,x )Hds cu t > t Dacă înmulțim ambii membri ai inegalității ( ) prin e ** și notăm e** II x(t;t ,x°)!l = u(t) obținem t t Inegalitatea ( ) este de tip Gronwall și obținem n n LN(t-t„) ( ) e ѣ llx(t;t ,x°)l| N Ц x°)| e a ° , t»tQ Să presupunem acum LN ■ - , adică ( ) L % Inegalitatea are sens pentru toți Ѣ tQ" așa încît x(t|t ,x°) să aibă graficul în A In consecință, ( ) este valabil pentru toți t to, de îndată ce ||x°l| este suficient de mică (N llx°|| Să notăm prin К = К [l,a) clasa de funcții cu proprietățile indicate mai sus Dacă V(t,x) este o funcție cu valori reale definită pe Д = ^(t,x); t^-O, ||xl|«c ай + oo J vom spune că V(t,x) este positiv defini tă dacă V(t,O) = pentru t } și există o funcție Л (г) К , așa încît Л(|)хЦ V(t,x) pe Д O funcție V(t,x) se ve numi descrescentă dacă există o funcție уЧхКК așa Incit V(t,x)s£ ус( П x|| ), (t,x)€d Sensul termenului negativ definit este evident Să presupunem acum că V(t,x) este diferențiabilă pe Д și satisface o inegalitate de forma ( ) “H * ’ f) • așa cum se cere in principiul comparației După cum am menți- onat în § » Dxn fn In ceea ce privește o > (t,y) care determină ecuația compa rației ( ) у = cu (t,y) , vom presupune că este continuă pe mulțimea t> , O un număr arbitrar ( € to , de îndată ce ( ) y tQ Intr-adevăr, din fi tQ, ||x )| tQ, cu tQ , există ^"(fi,to)> , așa încît ( ) implică ( ),cu T= +co Aceasta demonstrează că stabilitatea soluției у - a ecuației coîaparației ( *) Și existența unei funcții pozitiv definită V(t,x) ce satisface ( ?> implică stabilitatea soluției x = a sistemului ( ) In ceea ce privește stabilitatea asimptotică, este suficient să se observe că ( ) A( l|x(t;t ,x°)l| ) x°)ll tQ, și llx°ll , există T(E)> O, așa încît ( ) y(t,t ,y ) to + T(E) , unde y tQ + T(E) pentru toți x° ce îndeplinesc condiția ||x°)| ți- ‘‘■(V(t,x)), care combinată cu ( ) conduce la ( ) -|| + ~v (y(t;t ,y )) - (u) = / Pentru t —♦ oo , membrul drept din ( ) tinde la - со Deci (y(t;tQ,y )) —» -со, cînd t —► cd ceea ce implică y(t;t ,yQ) de îndată ce t oo și £(u) —* -oo cînd u —»• -oo Prin urmare, ^>~^(u) —► O cînd u —► -oo Dar ( ) este echivalent cu ( ) y(tît ,yQ) = - ( cu următoarea proprietate» există soluții x(tîO,x°) cu Цх°|| arbitrar de mică , așa Incit II x(t;O,x°)ll > & pentru t > , convenabil ales Teorema Ș Să considerăm sistemul ( ) in ipotezele generale din § Să presupunem că există o funcție V(t,x) , definită pe o mulțime deschisă G о A , ce satisface pe această mulțime inegalitatea ( ) + (^’f) > Ш(* Ѵ) și așa incit să aibă loc următoarele condiții: ) C, pentru (t,x)€G, ) soluția y(t;t ,y ) a ecuației comparației ( ), cu yp arbitrar de mic, este nemărginită pe Ct ,oo) Atunci soluția x = a sistemului ( ) este nestabilă Demonstrație Din condiția ) rezultă existența unor puncte (tQ,x )€G cu ||x°|) arbitrar de mic Condiția ) arată că V(t,x(tjt ,x )) cu (t ,x°)€G , este o funcție nedescrescătoare Deci ( ) V(t,x(tjtQ,x )) > V(t ,x°) = yo > , pentru toți t to ce aparțin intervalului maxim de existență al soluției x(t;t ,x°) In plus, ( ) implică (t,x(t|t ,x°)) €G pe întregul interval de existență al soluției x(t;t ,x°) , dacă vom considera ) Рѳ de altă parte, ( ) arată că ( ) V(t,x(t;to,x ))> y(t;to,y ) , pentru toți t > to așa încît x(tțtQ,x ) să fie definită Tinînd seama de condiția ), apare o contradicție din ( ) Intr-adevăr, dacă x(tit ,x°) este o soluție definită pe se-miaxa t > tQ, atunci membrul drept al lui ( ) devine infinit, deci V(t,x) nu poate fi mărginită pe G Aceasta contrazice condiția ) Dacă intervalul maxim de existență pentru x(t;tQ,x ) este finit, înseamnă că există valori ale lui t?t , așa încît ||x(t;t ,x°)|) > aQ(a și ( ) unde oi> , atunci x = este nestabilă pentru sistemul(l) Pentru demonstrație, este suficient să luăm co(t,y) = Лу Atunci y(t;to,yo) = yo exp £ot(t - tQ)J și condițiile ) și ) sînt evident verificate altă problemă pa care o vom analiza este aceea a mărginirii soluțiilor Dacă toate soluțiile sistemului ( ) cu f(t,x) dat în semispațiul t > , x€rt° , sînt mărginite, atunci sistemul este numit mărginit Foarte adesea, această proprietate este numită stabilitate Lagrange Se poate aplica metoda comparației și are loc următoarea ; Teorema » Să considerăm sistemul ( ) cu f(t,x) funcție continuă și local Lipschitziană în setnisoațiul t^- , xGR Să presupunem că există o funcție V(t,x) definită pe semiaxa t O, așa Incit t ) Л ( II x l| ) ^ V(t,x), unde Л(г) este o funcție crescătoare continuă pe £ , ), cu Л (r) —» cînd г —» oo ; ) are loc inegalitatea ( ) ) soluțiile ecuației comparației ( ) aînt mărginite la la dreapta Atunci soluțiile lui ( ) sînt mărginite Demonstrația rezultă cu ușurință din inegalitatea ( ) V(t;x(t;tQ,x )) y(t,tQ,yo) , yo = V(t ,x°) , care are loc pe semiaxa t > t Intr-edevăr, condițiile teoremei Ș aînt mai puternice decît acelea din teorema care garantează existența globală la dreapta Mărginirea este acum consecința inegalității pe care o vom aeduce din ( ) , ( ) Â( l|x(t;to,x°)ll )^y(tîto,y ) , t > tQ Teorema este acum demonstrată § » » Alte rezultate de stabilitate Vom considera în acest § unele probleme de stabilitate oare nu sînt în mod necesar legate de tehnica comparației Mai întîi, am vrea să prezentăm o problemă privind stabilitatea asimptotică Așa cum am văzut în paragraful precedent, existența unei funcții Liapunov V(t,x) pozitiv definită, des-crescentă și a cărei derivată în raport cu sistemul este negativ definită, este suficientă pentru stabilitatea uniform a-simptotică Pe de altă parte, existența unei funcții pozitiv definite, cu derivata negativ definită nu implică stabilitatea asimptotică (sînt cîteva exemple, prea complicate pentru a fi incluse aici) Următoarea teoremă dă un răspund la întrebarea: ce condiții trebuie adăugate existenței unei funcții pozitiv - - definite, cu derivată negativ definită, pentru a asigura stabilitatea asimptotică a soluției x = a sistemului ( ) ? Teorema , Să considerăm sistemul ( ) in ipoteza generală de la a , Să presupunem că există o funcție pozitiv defin t£ V(t,x; pe L , a cărei derivată în raport cu ( ) este negativ definit! In plus, dacă f(t,x,' este o funcție mărginită pe A sau x - este uniform stabilă, atunci x = este a-simptotic stabilă pentru ( ) Demonstrație Avînd în vedere că din condițiile noastre rezultă stabilitatea soluției x = , vom demonstra că , ( Ѳ) lim llx(t;t ,x°)ll = t-> oo pentru toți x°, așa încît II x° II , lixlf^ a' , k= , , Deoarece llf(t,x)ll tQ ♦ £ ( U)~ Dacă este necesar se poate înlocui Printi'~un subșir convenabil ales Pentru t € [tk - £o( U)~\ t^ + eo( H) ] , vom avea llx(t,t ,x°)|| / Intr-adevăr, din llf(t,x)l| obți- nem ||x(t;t ,x°) - x(s;to,x°)|| Klt-s| și ținînd seama că IIx(tk; ,x°)|| > £o, k= , , rezultă l|x(t;t ,x°) II & £Q/ pentru It - tkl $ £ ( H) Fie A(r) și ^(r) funcții din clasa К așa încît A( II x li ) V(t,x) și ( ) + (J^ f) Din ( ) obținem prin integrare ( ) V(tk + ( M) , x(tk + ( M) ;t ,x )) - - Ѵ(ѣк - бо( М)-\х tQ Deci, din ( ) se poate deducei ( ) V(tk + £ ( M) , x(tk + £ ( i) it ,x°)) - - V(t ,x°) Aceasta arată stabilitatea asimptotică a soluției x = a lui ( ) Să presupunem acum în loc de mărginirea lui f(t , £^a' așa încît !l x(t ;t ,x°)l| tQ și ||x°|| к Г(£) Să notăm și x° cu || x°|| , așa încît l|x(s;t ,x°)|| s și a fortiori , pentru t>to + Z( &, t ), adică stabilitatea asimptotică a soluției x = pentru ( ) Să demonstrau existența lui s în aserțiunea de mai sus Dat fiind un t > , £ ( E) • St Sx J Fie *V(to) = sup jy(to,xj; ИхП (£} pentru anumiți t>tQ Dacă pentru r > Deci,exis tă cel puțin un ee[t ,tQ (cazul periodic) Vom face acum cîteva comentarii în ceea ce privește stabilitatea asimptotică globală Această noțiune va fi folosită în paragraful următor, cînd ne vom ocupa de problema stabili tății unor sisteme de control automat Să considerăm sistemul ( ) cu f(t,x) dat pe fO,oo)xRn , (a = oo în definiția iui Д ) în aceleași ipoteze generale a-supra lui f(t,x) Soluția x = O a sistemului ( ) este numită global asimptotic stabilă dacă este stabilă și lim || x(t;t ,x°))l = O , cînd t —* oo pentru orice tQ> O, x°€ Rrj Din teorema * , se poate deduce cu ușurință următorul cri teriul de stabilitate global asimptotică Teorema » SS considerăm sistemul ( ) cu f(t,x) funcție continuă și local Lipscbitziană pe orice semicilindru t^> , - - ||x || £ R ■ oo , atunci x = O este global a-simptotic stabilă Să remarcăm că ipotezele teoremei de față implică pe acelea a ambelor teoreme » Și » (pentru ultima, în raport cu orice semicilindru t^O, Ux II R , așe încît :: - C este uniform asimptotic stabilă Atunci fiind dată o matrice pă-tratică scalară C astfel încît С = C* și (Cx,x) să fie pozitiv definit, există B(t) = B*(t) ce satisface ( ) В + BA + A*B = -C , t > O , cu proprietate ей forma pătratică ( ) V(t,x) = (B(t)x,x) este pozitiv definita, descrescentă și derivata aa în raport cu ( / este - (Ox,x) Demonstrație Mai întîi, aă observăm că derivata lui V(t,x), dată de ( ) în raport ou ( ) este ( ) -yț- + {-|y , A(t)x) = ((B + BA + A*B)x,x) Aceasta poate fi obținută printr-un calcul direct,ținînd seama de (Ax,y) = (x,A*y), relație care caracterizează operatorii (matricei®) adjuncți Din ( ) și ( ) rezultă că derivata lui V(t,x) este -(Cx,x) Vom demonstra că ( ) B(t) = f [iCsJl'^t)]* [x(a)X (t)] ds , t unde X(t) este matricea fundamentală a lui ( ) cu X( ) = I, satisface proprietățile cerute Faptul că ( ) are sens, rezultă din evaluarea ( ) l|X(s)X~ (t)ll £ Ne C^s~^\ s>t»O, (vezi teorema - ) care este o consecință a stabilității uniform asimptotice Pentru a demonstra ( ) ве poate proceda prin calcul direct, observînd că â?X (t) = -X (t)A(t), (Х (Ѣ)Г= -A*(t)(X (t))* De exemplu, prima relație poate fi obținută din X(t)X \t)=I, prin diferențiere Din ( ?) și ( ) obținem со ( ) V(t,x) = J (CX(s)X~ (t)x,X(s)X~ (t)x)ds, t> , x B° t Deoarece V(t,x) O, dir, ( ) rezultă II (s,-t)ll —— - e-^ ”^] , s^t> , din care obținem ( ) || ф (s, t )ll (s,t)x, t t r >T(Cx,x) - I II Cil ||x|| > Т(Л-ЦС|| б ) Ц x II , în care Л este cea mai mică rădăcină caracteristică a lui C Deci, pentru un £ suficient de mic, vom avea ( ) V(t,x) > jfllxll , £= *(Л " HC| S ) > care încheie demonstrația teoremei Ș Corolar Fie A o matrice pătrată cu rădăcini caracteristice negative Atunci, există o matrice pătrată В = В*, așa încît (Bx,x) este pozitiv definit și BA + A*B = -C, unde C este o matrice simetrică dată puntru care (Cx,x) este o formă patra-tică pcuitiv definită Corolarul corespunde cazului A(t) = A = const, cînd В poate fi alee de asemenea constant aplicație a corolarului va fi dată în paragraful următor § » * Stabilitatea sistemelor de control aut ornat îeoremele generale de stabilitate își găsesc multe aplicații importante în diferite domenii Una din cele mai interesante probleme ce pot fi abordate prin folosirea funcțiilor Lispunov se referă la teoria controlului automat Mai precis, vom considera o problemă formulată nai întîi de Lurie și lostnikov, legată de stabilitatea unor sisteme care apar în teoria controlului automat Să considerăm sistemul ( ) x = Ax + bftC) , = (c,x) , unde x este un vector n-dimensional, A este o matrice pătrată cu rădăcini caracteristice negative, b și c sînt vectori n-dimensionali constanți, iar f( ) este o funcție cu valori reale, definită ps întreaga axă reală, funcția f( ) este în general neliniară și este numită caracteristica servomotorului Ea este numai aproximativ cunoscută, circumstanță care cere ca proprietățile de stabilitate a sistemului să fie independente de alegerea particulară a lui f(d) în cadrul unei clase date Peste tot în acest paragraf, se va presupune că f(CT) este o funcție continuă pe axa reala, așa încît ( ) > o , *^ Această clasă de funcții va fi notată prin C Este evident că relația ( ) și continuitatea lui f(ff) implică f( ) = O - ' - Vom da acum definiția noțiunii de stabilitate absoluta Sistemul ( ) este numit absolut stabil, dacă x = O este global asirptotic stabilă indiferent de modul cum alegem funcția f( )€ G Deoarece f( ) nu trebuie să satisfacă in nod necesar o condiție Lipschitz locală, proprietatea de unicitate nu este totdeauna adevărată Desigur, putem presupune că are loc proprietatea de unicitate deși afirmațiile noastre rămîn valabile și fără această presupunere In ultimul caz ar fi necesare raționamente sumplimentare, dar nu dăm aici mai multe detalii Pentru a aplica criteriul dat de teorema pentru stabilitatea global asimptotică, este convenabil să punem într-o altă formă sistemul ( ) Anume, dacă diferențiem ecuația =(c,x) și ținem seama de prima ecuație a lui ( ) găsim pentru G ^ și F( ) = Deoarece Л ||x II (Bx,x) Л IIx II , cu Л> , urmează că ( ) A||x|| + F(G)i V(x,G) , Deoarece det D > /с- o\ det > , \° / este echivalent cu /C \ det D > \ / Un caicul simplu arată că produsul metricelor /С" o\ și D este matricea \° / / I -C (Bb + |c)\ у -(Bb + ^c)* r ] care conduce la următoarea condiție : ( ) Г > (ВЪ + сЙ (ВЪ + |c) formă echivalentă a inegalității ( ) este ( ) Г > (С~ (ВЪ + ic) , (Bb + |c)) In particular, ( ) implică г > , pentru că C~^ generează de asemenea o formă pătratică pozitiv definită Intra-dovăr,din (Cx,x)> pentru x = , obținea (y,C y) > pentru у - , unde Cx = у - - In consecință, sistemul ( B) este absolut stabil dacă A are to'-'t rădăcinile caracteristice cu partea reală negativă; plus, fiind dat С = C* cu (Cx,x) pozitiv definită, condiția (Ю ) are loc, unde В = В* este soluția lui BA + A*B = = —C așa incit (Bx,x) este de asemenea pozitiv definită Desigur, o problemă inter antă care se ivește in abordarea stabilității sistemelor de control automat este de a minimiza membrul drept al lui ( ) în raport cu C Este interesant de observat că expresia ( ) nu implică vreun lucru legat de partea neliniară a sistemului, adică de f(G) , așa cum s-a cerut inițial la abordarea problemei Probleme Să considerăm ecuația diferențială liniară de ordinul al II-lea, x + cj x = f(t), cu cu^O, iar f(t) continuă pe oo t > , așa incit J|f(t)|dt Să considerăm sistemul liniar x = A(t)x + f(t), cu A(t) și f(t) continue pe t > C Să presupunem că soluția x = a sistemului omogen x = A(t)x este uniform stabilă și f(t) este absolut integrabilă pe [O,oo) Să se arate că orice soluție a sistemului neomogen este mărginită pe t - KLe A o matrice constantă de tipul (n,n) cu rădăcinile caracteristice rămînînd în semiplanul £е(Л) Atunci, pentru orice °C> t e-oct j d, e e ~^C, t> o » * Să considerăm sistemul diferențial x = A(t)x + f(t),cu A(t) și f(t) continue pe t > Mai mult, să presupunem că soluția x e a sistemului omogen corespunzător este uniform asimptotic stalilă (deci, exponențial asimptotic stabilă)?! f(t) este așa incit t+ J llf(s)ll ds O t Să se arate că orice soluție a sistemului neomogen, este mărginită Indicație Se folosește formula variației constantelor și rezultatul enunțat în problema Să considerăm sistemul x = A(t)x + f(t,x) cu A(t) continuă pe t > și f(t,x) continuă și local lipschitziană pentru t О, lix l| , să introducem noile variabile u=p,v=q, w=r- rQ Să presupunem mai departe că Ă> В > C Să se cerceteze stabilitatea folosind funoția lui Liapunov : V - A ~ C u +■ ?• ~ C- V ♦ [Au ♦ Bv ♦ Cr w + Cw ] ba ° Să considerăm sistemul x = a(t)y +■ b(t)x(x * у ) , у = -a(t)x + b(t)y(x + y ), cu a(t) și b(t) continue pe t» Să se cerceteze proprietățile de stabilitate folosind funcția V(x,y) = x + y Ș Să considerăm ecuația de ordinul II, x * p(t)x + q(t) f(x) = , unde p(t) este continuă pe t > iar q(t) este continuu diferențiabilă pe t > Să presupunem că , împreună cu prima sa derivată Indicație Se va transforma ecuația într-un sistem echivalent și se va folosi funcția lui Liapunov; r V(t,x,y) = jf(u)du + — o q(t) , Să considerăm sistemul diferențial x = f(t,x) cu f(t,x^ continuă și local lipscbitziană în x pentru tj , i! x H așa incit oo J și Л (r) așa incit со să se cerceteze proprietățile de stabilitate ale soluției x= a sistemului x = f(t,x) Indicație Se va găsi o funcție Liapunov de forma V(t,x) = = л( llxll ) așa incit următoarea să aibă loc inegalitatea " ? * * s(t)V • Să considerăm sistemul diferențial x = f(t,x), f(t,O)= = O,' cu f(t,x) continuă și local lipschitziană pe t^O,flxll tQ Să considerăm sistemul diferențial x = f(t,x),f(t, )= = , cu f(t,x) continuă pe t> , Пх)| o constantă dată Atunci, soluția x = a sistemului dat este uniform asimptotic stabilă Indicație Se va folosi funcția Liapunov V(t,x) ж (Bx,x) și se va arăta că derivata sa este negativ definită Să considerăm sistemul x ж xb(x) + ау, у = bx ♦ cy, cu a,b,c constante și h(x) continuă pentru toți x reali Să presupunem că b(x) + c«cO și h(x)c - ab> Mai mult, fie h(x) așa fel incit h(x)c - ab >£ pentru x suficient de mare Să se cerceteze proprietățile de stabilitate ale soluției x = у = Indicație Se va folosi funcția lui Liapunov x V(x,y) = | (cx - ay) ♦ j[b(x )c - abj x dx o J Să considerăm sistemul x = Ax ♦ bf(ff),ff= (c,x) - rf(ff) și aă presupunem că există o matrice H pozitiv definită așa fel incit rG - gg* să fie pozitiv definită, unde —G = HA ♦ ♦ ^b,-g = Hb*jc Dacă rădăcinile caracteristice ale lui A au partea reală negativă și r + (A*"^b,c)> , atunci so luția nulă a sistemului considerat mai sus este absolut stabilă Indicație Se va folosi funcția lui Liapunov e V(x, ) = (Hx,x) ♦ $f(u)du + -ч— (c*A x - ) , o (r+c A b) cu p> suficient de mic Capitolul ECUAȚII INTEGRALE VOLTERRA Am considerat deja unele ecuații integrale speciale de tip Volterra (scalare sau vecoriale), cum ar fi ecuația ( ) din § , sau ecuația ( ) din § Aceste ecuații au fost obținute prin simple transformări ale anumitor ecuații sau sisteme diferențiale, cu care erau echivalente Acum, vom demonstra că metodele Întrebuințate In studiul a-cestor ecuații integrale particulare pot fi aplicate cu succes in cazuri mai generale Există cîteva trăsături comune intre ecuațiile diferențiale și ecuațiile integrale Volterra Vom încerca să accentuăm paralelismul între aceste două teorii și să prezentăm mai multe proprietăți aparținînd acesteia din urmă § Existența și unicitatea soluției Ecuația integrală generală Volterra (scalară) poate fi scrisă sub forma s t ( ) x(t) = f(t) + j k(t,s,x(s))ds, t€ [ t ,tQ + a] *o Ecuația ( ) este numită, în mod obișnuit, ecuația integrală Volterra de speța a Il-a Mai tîrziu, vom considere și ecuația integrală Volterra de speța a l-a Teorena Să considerăm ecuația ( ) în următoarele ipo-teze : ) f(r> este o funcție continuă (reală) pe Lt t * » a > ; ) k(r ,s,Jg j este o funcție continuă pe ( L j tQ£ s«t^tQ+ a , | x - f (t)| O ) k(t,s,x) satisface în Д condiția Lipschitz |k(t,s,x) - k(t,s,y)| L|x - yl Atunci există o soluție continuă unică x(tj a lui ( ), definită pentru ( ) t € [t »% + % Prin inducție matematică se poate arăta că toți xr(t) sînt funcții continue pe [tQ,tQ +d] cu C dat de ( ) Pentru a demonstra convergența uniformă a șirului țxr(t)j vom considera seria asociată : oo ( ) ^Lxn(t) * xn-l(t)l n=l Din ( ), pentru a = , obț neni ; ( ) |xx(t) - XQ(t)) Ll(t-t ), t E [%>'о ■*•£] Pentru a obține evaluările lui |xa(t) - ^(t)| , nj , să observăm că ( / conduce, pentru n^ , la t ( ) L J|xnewl(s) - xn- (s)jds, t€ [ t ,t +f] vo lulnd în considerație condiția ) ( ) Din ( ) și ( ) rezultă pentru n = |x (t) - Xj^Ct)! к ML (*~V ! t [t ,V + £ u O O Inegalitățile ( ) și ( ) sugerează următoarea evaluare generală pentru termenii seriei ( ) : ( ) I xn(t) - x^Ctil MLn —у - ■ , t € [ tQ,t + ] Tinînd cont de ( ) rezultă, prin inducție matematică că ( ) are loc pentru orice n, n>l In consecință ( ) este uniform convergentă pe [t »tî +£] , și de asemenea șirul ^xQ(t)J Să notăm x(t) = lim xn(t), cînd n —> oo Funcția x(t) este continuă pe Et »'fc +^J Și satisface ( ) Intr-adevăr, în ( ) facem pe n —> со și rezultă ( ), pentru că t t lira k(t,s,x ,(s))ds = J k(t,s,x(s))ds, te[t ,t +£] n ■> oo t nx ț o “o t ( ) |y(t) - zn(t)l L f Ultima relație are loc datorită faptului că Iktt s x^Cs)) - k(t,s,x(s))| L x^( ) - x(s))| , tQ S t $ tfl + O și k(t,s,x) este continuă pe (Д ) t s t totat| x-f(t)l £ Ъ, Ъ > О Atunci, există cel puțin o soluție continuă a ecuației ( ), definită pe [to,t + cu A dat de ( ) Demonstrație Să considerăm următorul șir de funcții continue pe [to,tQ + 'xn(t) = f(t) t lt , % + ( ) t- f(t) % n Г r k(t,s,xn(s))ds, t€ [to+ n>tQ+°] Această formulă poate din ( ) definește pe doua formulă ( ) obținem J k(t,s,f(s))ds , * fi înțeleasă astfel: prima formulă xn(t) pe [to,to + Din *n(t) = f(t) + t e [to+ % Pasul următor îl va da pe x(t) pe intervalul L o n ’ așa nai departe *o Să remarcăm că această definiție a lui xn(t) are sens, de- oarece ( ) |xn(t) - f(t)| M(t - д - tQ) £ M A"S Se poate vedea ușor că toți xn(t) sînt continui pe [t ,t +o] u o o Din ( ) rezultă că toți xQ(t) sînt uniform mărginiți pe același interval In sfîrșit, șirul este egal continuu, ceea ce rezultă din inegalitatea pentru orice |xn(t) “ xn $ lf(t) ~ f l + " s> > n> și t,s£ [tQ,t +S] - - In consecință, putem aplica Ierna lu ^coli-Arzelă, care asigură existența unui subșir uniform convergent к = , , ІЧ'*’ Din ecuația a doua ( ) considerai pentru n = n^, к = , , găsim pentru к •—> со s t x(t) = f(t) + î k(t,s,x(s))ds , % în care x(t) = lim x (t), cînd к —*■ oo Hk Teorema este complet demonstrată Observație Demonstrația teoremei constituie o altă demonstrație a teoremei § , Ecuația liniară Așa cum a fost descrisă mai sus ecuație liniară Voiterna de speța а II—a are forma t ( ) x(t) = f(t) + k(t,s)x(s)ds, t€ {to,to + a] * o în care f(t) și k(t,s) sînt funcții scalare continue pe + a] respectiv, tQ s t i tQ + a Se poate aplica metoda aproximațiilor succesive (Teorema ) și construita următorul șir : ( ) ■ fx (t) = f(t) , t X ft) = f(t) + J k(t,s)f(s)ds, t° j x (t) = f(t) + j k(t,s)f(s)ds + k>,(t,s)f(s)ds % ,xn(t) = f(t) > t У k(t,s)f(s)ds ♦ + *o t V l^t,s)f(s)ds , t unde t ( ) kn(t,s) = ^('t»u)ka i(u« ) Este convenabil să notăm k^Ct a) = k(t,s) Să observăm că din formula generală de recurență t za(t) = f(t) + \ k(t,s)xn i(s)ds , “o obținem pentru n = t t t x?(t) = f(t) + $ k(t,a)f(s)ds + £ k(t,s)ds j k(s,u)f(u)du % ѣо *o Dar „ t s t t \ k(t,s)ds k(s,u)f(u)du = \ f(u)du j k(t,s)k(s,u)ds £ t t s o vo o și ținind cont de ( ) obținem pentru ^(ѣ) forma menționată mai sus Raționamente asemănătoare vor arăta că xQ(t) are forma da- tă de ( ) Vom putea scrie de asemenea s t n ( ) x (t) ~ + S ( ^ kj(t,s))f(s)ds , t j=l J pentru toți n :> , te [t ,tQ + a] • Să demonstrăm acum că seria ( ) oo Z ki(t,s) = este uniform convergentă pe t^ s O, ales în așa fel încît lk(t,s)| К , tQ s >£ t tQ + a Din ( ), pentru n = , obținem |k (t,s)| K^(t - s), tQ s) z(s)ds t t o Problema reducerii la ( ) este acum rezolvată, deoarece k(t,t) pe [tQ,t + aj Se poate constata existența și unicitatea soluției ecuației ( ) Această soluție este continuă și integrînd ( ), găsim ( ) ținînd seama că f(tQ)= In consecință, echivalența între ( ) și ( ) este stabilită în condițiile ( ) și ( ) enunțate mai sus § Cîteva probleme pe semiaxă Să considerăm ecuația integrală neliniară t ( ) x(t) = f(t) + țjk(t,s)g(s,x))ds , t > , o în care f(t) este continuă pe [ ,oo), k(t,s) este continuă pe , ХдСі) = f(t) + $k(t,s)g(s,x ,(s))ds, t» , nț> O este uniform convergent pe flecare interval finit LO,T] către soluția unică (continuă pe t » ) a ecuației ( ) Propunem cititorului să ducă la capăt demonstrația afirmației de mai sus Desigur, nu putem obține mai mult decît continuitatea pentru soluția x(t), dacă cerem numai proprietățile enunțate mai sus pentru ecuația dată Pentru a obține soluții cu proprietăți speciale, vom res-trînge Ipotezele privitoare la ecuația ( ) Vom demonstra acum o teoremă de existență a soluțiilor mărginite Teorema ? Să considerăm că ecuația ( ) satisface următoarele condiții i ) f(t) este continuă și mărginită pe ( ,oo) ) k(t,s) este continuă pe O astfel incit t J|k(t,s)| ds M , t > j o ) g(t,x) este continuă pe t , oo )x(-oo , oo ) și satisface condiția Lipscbitz ( ), unde ( ) L o |x (t)| f(t) ♦ M sup)g(t,xr(t))| , t > , t^- și ținând seama că IS(t’xn-l(t}| ~ Llxn-l(t)l + • t > ’ deducem mărginirea lui xn(t) Atunci £ХЦ(Ъ)} este șir de funcții mărginite pe întreaga semiaxă t Relație ( ) și cea analogă, corespunzătoare lui n + , ne vor da pentru n s lxn+l (t) - xn (t) I LM sup|x (t) -t> n xn-l(t)l’ t^O sau, ceea ce este același lucru, ( ) sup|x ,(t) - x(t)| * LM sup|z (t) - xn ^(t)| • t > u t > Se poate vedea ușor din ( ), pentru n = , că ( ) sup|x (t) - x (t)| MN t> unde ( ) N = sup|g(t,f(t))| t > Remarcăm că R este un număr finit, deoarece |g(t,f(t))| : L|f(t)l + |g(t,O)| , t O Din ( ) șl ( ) deducem ( ) suplx ,(t) - x (t)| LaKn+ N , t > n+± n ceea ce arată că seria oo - хп- СѣЯ = este majorată, în mod uniform pe [o, O , ct> |k(t,s)| O menținînd condițiile de continuitate și condiția Lipscbitz pentru g(t,x) Este evident că t j |k(t,s)| ds kQ t/- = Ы t t O , o adică este satisfăcută condiția ( )- Prin urmare, există o aeluție unică mărginită a ecuației ( ) Să demonstrăm că ea descrește exponențial Din ecuația ( ) obținem, în virtutea condițiilor enunțate mal sus , ț |x(t)l A exp ț- oltj ♦ ko J exp |- d(t-s)j L|x(s)| ds sau ț ( ) eott|x(t)l f A ♦ к L Je^IxUJIds , t> o Aceasta este o inegalitate de tip Gronwall și conduce la к Lt е*ѣ|х(к)І Ae ° , t > , din care • — (otr-k L)t ( ) Jx(t)| £ Ae , t » Condiția ( ) devine acum d- kQI> > , ceea ce implică că x(t) tinde exponențial pe zero, cînd t —► oo In concluzia acestui paragraf, să amintim că problemele discutate mai sus sînt atrîns legate de proprietățile de stabilitate ale sistemelor diferențiate ( ) x = A(t)x + f(t,x) pe care le-am studiat în paragraful Așa cum s-a arătat în § , sistemul ( ) cu condiția inițială x(t ) = x°, este echivalent cu ecuația integrală (vectorială) ț ( ) x(t) = X(t)x° + ^X(t)X (s)f(s,x(s))ds , in care I = A(t)X, X( ) = I Ecuația ( ) are forma ( ) și este evident că rezultatele cu privire la existența soluțiilor care tind exponențial către zero la infinit sînt legate de cele exprimate în teorema » Probleme Să considerăm ecuația integrală Volterra cu integrala Stieltjes $ x(t) = f(t) + ) k(t,s,x(s))d este o funcție continuă cu valori complexe pe [a, bj x [a, b] iar Л este un parametru complex Un prin rezultat privind, existența soluțiilor pentru ecuația ( ) poate fi obținut prin metoda aproximațiilor succesive Teoria Ecuația ( ) admite o soluție continuă unică pe fe,b] dacă ( ) |ЛіМ(Ъ - a) , b x (t) = f(t) + Лyk(t,s)f(s)ds , b xn = f(t) + Л ^к(ѣ, )хп ^(з)аз , Se poate vedea ușor că b b, ( ) xn(t) = f(ț) + Л k(t,s)f(s)ds + + Лп ^k (t,s)f(s)ds, a a unde b ( ) kn(t,s) = t,u)kE (u,s)du , n > a Din ( ) rezulta b b ( ) kn(t,s) - j $k(t,t )k(t|,t ) k(tn T ,s)dti □tv) S • (n- ) și aceasta conduce la următoarea formula : b ^ ) kQ(t,s) = кр(г,и)кп р(и,в)аи , l = *(*> + Л k^ (t,s) A^ ]f(s)ds, n > Seria oo ( ) k (t s) Л " = este uniform convergentă în raport cu (t,s) € [a,b]x £a,b] , pentru ac ei Ac are satisfac ( ) Intr-adevăr, din ( ) obținem ( ) |kn(t,s)|ji Mn(b - a) " , n > , care arată că seria ( ) este majorată de seria cu termenul general МП(ІЛІ (b - a))n , adică de o serie geometrică convergentă Notînd ( ) B(t,s; A) = E k (t s) A " , = rezultă că H(t,s; Л) este o funcție continuă în (t,s;A) pentru (t,s) [a,b]x [a,b] șl |Ă| , care arată că șirul |xa(t)j este uniform convergent pe [a,b] Tinînd cont de ( ) și ( ) rezultă b ( ) x(t) = f(t) + AfR(t,s;x)f(s)ds , a unde x(t) este limita șirului |xn(t)J Din construcția a-cestui șir rezultă că x(t) este o soluție a ecuației ( ) In consecință ( ) dă o soluție pentru ecuația ( ), presu-punînd condiția ( ) In scopul ie a demonstra unicitatea, să admitem că y(t) este c soluție a aceleiași ecuații : b y(t) = f(t) * ЛJk(t,s)y(s)ds a Folosind formula de recurență pentru x (t), obținea b ІЛ) [y(t? “ xa (t)| ІЛІ |k(t,s)| Iy(s)-xn (s)|ds , fi n Dacă notă® ct, = sup|y(t) - xa(ț)l , t [a,b] , atunci ( ) conduce la ( ? oC„ £= |Л|ж(Ъ - а) °tn i » E > • Și în sfîrșit ( ) Condiția ( ) arată că Л —* , cina n —► ao adică y' t) = li® x (t) = x(t), t € [e,bj n -» oo TeoreEa este demonstrată Observația Funcția R(t,s;Â) este numită nucleul rezolvant asociat lui k(t,s) Din ( ) urmează că a găsi nucleul rezolvant sau a rezolva ecuația ( ), pentru orice funcție continuă f(t), sint probleme echivalente Observația Formula ( ) arată că R(t,s; Л) este o funcție analitică în raport cu A, | l și nucleul rezolvant S(t,sjA) sînt legați prin urcătoarele ecuații s b ( ) R(t,s; A) = k(t,s + -^)k(t,u)â(u,s; A)du, a b ( ) S(t,s;A ) = k(t,s) + A^H(t,u; A)k(u,s)du a Intr-adevăr, din ( ) și ( ) pute® obține ambele relații ( ) și (ÎS) prin transformări foarte siaple De exemplu,( ) poate fl scris în forma b R(t,s;A) = k(t,a) + A^k(t,u) jk(u,s) + Ak^u s) + J du, care este același lucru cu ( ) Fiecare ecuație ( ) sau ( ) definește complet nucleul re-zolvant pentru acele valori ale lui A date de ( ) Solul însemnat al ecuațiilor ( ) Și ( ) va rezulta din următoarea teoremă еогета * » Să presupunem că există o funcție R(t,s;A ) pentru un A dat (nu obligatoriu satisfăcînd ( )), continuă pentru (t,s) € [a,b] x [a,b] , astfel încît să verifice ( ) Și ( ) Atunci ( ) are o soluție unică pentru acea valoare e lui și ea este dată de ( ) Demonstrație Mai întîi, să demonstrăm că x(t), dat de ( ) satisface ecuația ( ) Intr-adevăr, dacă înlocuim x(t) în ( ) prin expresia ( ), găsim b f(t) + A^H(t,s;A)f(s)ds = a b b = f(t) + A^k(t,s)(f(s) + A^R(s,u; A)f(u)dujds a a Aceasta poate fi scrisă de asemenea b b b b ^R(t,s; A)f(s)ds - ^k(t,s)f(a)ds - Aj ^k(t,s)R(s,u;A)f(u)dsdu=O a a a a și în sfîrșit г b j jR(t,s;A) - k(t,s) - Âjk(t,u)R(u,s;A)dujf(s)ds = relație evident adevărată (vezi ( )) In scopul demonstrării unicității soluției, vom deduce formula ( ) din ( ) și ( ) Intr-adevăr, să presupunem că y(t) este o soluție continuă a lui ( ), deci y(s) = f(e) ♦ «Mk(stu)y(u)ds a Să înmulțit această ecuație prin ÂR(t,sjA) și să integrăm ambii membri în'raport ou s Obținem b /js(t,sî A)y(s)ds = A^ (t,s;A)f(s)ds + b b + -^y(u)du [ R(t,s;^)k(s,u)ds] a a Din ( ) rezultă că b ^R(t,s; ^)k(sTu)ds = R(t,uț Л) - k(t,u), a care arată că formula precedentă poate fi scrisă sub forma b b ^R(t ,s; A)y(s )ds - Aj (t,s;A)f(s)ds + a a ъ C + ^jfiCt u; Л)у(и)іи - Â^k(t ,u)y(u)du a a Tinînd cont de (vezi (D) b ■ățk(t ,u)y(u)du = y(t) - f(t) , a obținem pentru y(t) aceeași expresie ca și pentru x(t),adică formula ( ) Teorema « este astfel demonstrată Ea arată importanța construirii funcției R(t,s; ) cu proprietățile cerute - - Funcțiile întregi ale lui Fredholm și aplicații » lor In scopul de a realiaa construcția unei funcții cu proprietățile nucleului re solvent, vom defini funcțiile întregi D(A) și D(t,s;A) Pentru un nucleu dat k(t,s), continuu pe Qa,b x [a,b] , să considerăm funcția k(t ,s ) k(t ,s ) к(^,зп) / * • • • tn \ к = \ S •“ sn/ k(t ,s ) k(t ,s ) k(t ,sn) k(ta,S ) k(tn,s ) k'tn‘ n'! Să definim acum următoarele cantități со ( ) D(t,s;A) = k(t,s) + XI (-l)n — d (t,s), n=l n! unde și d^Ct s) sînt dați de ( ) și ( ) Pentru a demonstra faptul că seriile ( ) și ( ) sînt con- vergente pentru orice A complex, voa folosi evaluarea lui Eadamard pentru modulul unul determinant Anume, dacă A = = (a^) este o matrice patratică de ordinul n, astfel ca la^ | M, i,J = , , ,n, atunci |det A| , unde dQ(t,s) = k(t,s) prin definiție Să remarcăm că / • • • и \ - - k(tptn)k Vi ••• s/ după cum rezultă cu ușurință din definiția lui Integrînd ambii membri de la a la b, în raport cu t^> »>tn> obținem dn(t,s) = k(t,s)dQ - Z^ jk(t,ti)dn (ti,s)dti = b = k(t,s)dn - n Jk(t,u)dn (u,s)du , a adică relația ( ) In consecință, teorema este demonstrată însemnătatea specială a acestei teoreme constă în faptul că permite să se definească funcția R(t,s; Л) și pentruAce nu satisfac ( ) £ Intr-adevăr,,să definim pe R(t,sjA) prin ( ) R(t,SiZ ) = pentru orice A complex cu D( Л ) Este evident că R(t,s;A) este continuă în raport cu (t,s)€ C a,b] x Са»Ч] » pentru toți A considerați mai sus In plus, R(t,s;A) satisface ambele ecuații ( ) și ( ) De exemplu, ( ) rezultă dacă împărțim relația ( ) prin D(A) Pentru a obține ( ) putem pleca de la b D(t,s;A) = k(t,s)D(A) + A^ D(t,UîÂ)k(u,s)du a care poate fi stabilită în același mod cu ( ) Teorema Dacă A este astfel ales încît D( A ) , ecuația ( ) are o soluție continuă unică pentru orice f(t) Această soluție este dată de ( ), unde R(t,s;A) este definită de ( ) Demonstrația acestei teoreme este o consecință a considerațiilor de mai sus și a teoremei Pentru a putea studia ecuația ( ) pentru acele valori ale lui Л cu D(Л ) = , avem nevoie de următoarea Pernă Presupunem că Ap este o rădăcină a lui P(A ) de ordinul к > Atunci, ordinul lui Aq ca rădăcina lui D(t,s;A) este mai mic decît к Demonstrație Fie D( A ) = (A- Aq) cD (A), factorizarea standard a lui D( A ) cu D ( A ) =£ - - Presupunea D(t,s;A) = (A- Aq| Dj (t,s;A) cu D-, (t ,s ;/>):£ O Vom demonstra că £ Și piue br(t,s)^ Să considerăm acum ecuația ( ) pentru K(t,S A) și să înlocuim în această ecuație pe E(t,sjA) prin dezvoltarea de mai sus Vom obține У a (t,s)( А- л ) + ———г = k(t,s) + j=o ° = ( Л- Л^ f , « Л b,(u,s) l ♦ }k(t,u) / a (u,s)( A - Л) + X , ■—r ( du a [ j=o d = (A-A ) J înmulțind ambii membri prin (Â-AQ)r și făcînd A—»• Ло , ob ținem ъ ( ) b^Ct s) = Ло țk(t,u)br(u,s)dn a Deoarece br(t,s)^O, putem găsi cel puțin un s, astfel ca ъг(*'а)^ O’ ca funo'Vie de t, t Ca,b] Aceasta înseamnă că ecuația ( ) admite o soluție nebanală pentru A = Aq, ceea ce demonstrează Teorema » înaintea celor ce vor urma în studiul ecuației ( ), formulăm următoarele probleme » ) Dacă A este o rădăcină a lui D(A ), cîte soluții liniar-independente are ecuația ( ) ? ) Ce putem spune despre ecuația ( ) pentru astfel de valori ale lui Л î Pentru a răspunde la aceste întrebări, avem nevoie de anumite cunoștințe referitoare la conceptul de spațiu Hilbert Nu intenționăm să-i dăm o prezentare abstractă Mulțimea de bază - - va fi aceea a funcțiilor continue cu valori complexe pe Ca de obicei, ea este notată prin CQa,bj • § Cîteva elemente din teoria spatiilor H i b e г t Se poate vedea ușor că mulțimea C £a,t> este un spațiu vectorial peste ccrpul numerelor complexe, adică este un gru; atelian în raport cu operația obișnuită de auunare, iar Înmulțirea cu un scalar aparținînd numerelor complexe, are proprietățile : (jx(t) + y(t) = (ai + p)x(t) = o O , semnul „=" implicind x = In cazul spatiilor Hilbert abstracte, proprietățile ( ) sînt luate axiome pentru produsul scalar Produsul scalar ne permite să definim norma unui element arbitrar din C £a,b • Norma lui x(t)£C [a,b J este dată de ( ) II xR = (х,х)Ѵ = |x(t)| dtJ / a Este evident că IIжII > pentru orice x£C [^ b] , semnul = fiind posibil numai pentru x = (adică funcție ) Este de asemenea evident că llotxil = (o(| ||x|| , pentru orice ci- complex și x€C £a>b] • eltă proprietate importantă a normei este exprimată prin așa-numita inegalitate triunghiulară ( ) ll x + у || ||x)| + || y|| care are loc pentru orice x,y£C [a,b] Pentru a demonstra ( ) vom stabili o inegalitate care va implica atît produsul scalar cît și norma ( ) l(x,y)| й l|x|J И у]| , pentru orice x,y£C £a,bj Inegalitate® ( ) este numită i-negalitatea lui Scb-warz Avem ( ) llx+Ay|| > pentru orice Л, complex și orice x,y£C [a,bj Relația ( ) se poate de asemenea scrie sub forma ( ) l|x|| +■ Л(у,х) +Л(х,у) + |Л| Цуи j О Pentru у = , inegalitatea ( ) este evident verificată - - Să presupunem acum у чіО, și să luăm II УІІ Atunci ( ) devine |x|| - + , Нуй Пуіі care conduce la llxll || у || -|(x,y)| , adică ( ) Să considerăm acum !|x + y[( = (x + y,x + у) = llxll + (x,y) + + (y,x) + ІІУІІ = #X|| + Re(x,y) + ||y “ , cînd n —* oo , adică b ( ) lim j|x (t) - x(t)| dt = r -> oo a a Se spune de asemenea că J xn x(t) (t) ( converge în medie la Să remarcăm că această convergență este diferită de conver gența uniformă Intr-adevăr, dacă *(*) » cînd n —* oo , uniform pe Fa bJ , atunci pentru orice > O, vom găsi N(£)> O , astfel ca |xn(t) - x(t)| N(£ ) \/b-a Aceasta implică ||хд - x|| N(S ), ceea ce înseamnă că xa -» x în medie In consecință, orice șir uniform convergent este convergent în medie Inversa acestei afirmații nu este în mod necesar adevărată, aceasta rezultă dintr-un exemplu pe care îl vom construi mai j°s Znt , Oi t $ n” , xn(t) = -nt , n" O, cînd n —* oo adică șirul {zn} converge în medie către x = O Pe de altă parte, lim x (t) = O» pentru orice t € £ , ] n-> oo Dar, xjn" ) = pentru orice n, ceea ce arată că șirul țxnj nu este uniform convergent la O Unicitatea limitei, în raport cu convergența în medie, rezultă din faptul că în orice spațiu metric limite unui șir convergent este unică Putem demonstra direct această afirmație , dacă ținem seama că j| x - у |J со , ceea ce conduce la || x - у || = C, adică x = у O altă observație pe care o facem aici este că C Qa,b nu este comnlet în raport ou norma, adică din llx„ - x || —* O, ~ n m cînd, n,m —со , nu rezultă în nod necesar existența unui element x € C £a,b] , astfel ca ||xn - x|| —> cînd n —♦ oo Să mai menționăm că proprietatea de completitudine este cerută în definiția spațiului Hilbert Un spațiu cu produs scalar care nu este complet este numit un spațiu pre-Hilbertian Conceptul de produs scalar permite să se definească ortogonalii ate a în C [a,b • Vom spune că x și у sînt ortogonali dacă (x,y) = O Această definiție este justificată prin faptul că (x,y) = implică I) x + у I) = Йх|| + Цу|] , adică are loc teorema lui Pitagora Să considerăm acum un șir € c fa,bj » astfel încît (x ,x ) = O pentru n =£ a și (xn,xn) = Un astfel de șir se numește ortonormal Scopul nostru este de a demonstra inegalitatea lui bessel, anume că, pentru orice x e C £a,b j , oo ( ) У |(x,x )| ^ Пх|| , n=l D unde (xEț este un șir ortonormal Vom demonstra u jț ( ) ^ |(x,x )| |X II П-l are loc pentru orice N, ceea ce implică ( ) Intr-adevăr, avem cu an - (x,xa) , N II* - £caxn|l > O n=l care este echivalent cu К N NN lixll - W) ~ £>а(х’хп + g^n^n-^^ йет ca>n,x) = Сдіх Хд) = cncn = |cj și cn(x,xa)= IcJ Luind în considerație de asemenea că |xnes^e ortonormal, inegalitatea devine jj llxll - îl fc I > O ; n- adică inegalitatea ( ) Cantitățile (x,xn) sînt numite de obicei coeficienții Fourier ai lui x relativ la sistemul {xnj • Vom folosi mai tîrziu următoarea proprietate simplă a spațiilor de funcții cu dimensiune finită t Orice spațiu de funcții, continue pe Ca,bJ finit dimensional admite o bază ortonormală Intr-adevăr, fie k bază a spațiu- lui dat Să notăm : ^(t) = ^(t)/ ll^ll , Vj) = O, pentru j = , , ,ш și să considerăm de asemenea o bază ortonormală ^^(t)j j = l, , ,n, a spațiului autofuncțiilor nucleului k*"(t,S) care corespunde lui A ; b ( ) = jk(s,t) y (s)ds , j = , , ,n Să presupunem, de exemplu, că ni (s)ds a ( ) b ‘'{'(t) = A k(s,t) T| m Aceasta înseamnă că - - presupunerea m n Deoarece nucleul adjunct al lui k*(t,s) este nucleul k(t,s) Însuși, vom avea n a, adică a = n Să observăm că ecuațiile ( ) și ( ) pot fi scrise sub forma b m b ( ) ?(t) = A^k(t s) f(s)ds - лЕ Ъ(Ь) j >(s) q> (s)ds , a = a ’ b m b ( ) Y(t) = Ă $k(s,t)>(s)ds - CP (ț) \ ys) (s)ds a g=l a Să înmulțim ambii membri ai lui ( ) prin \(t), к = , , ,n și să integrăm de la a la b Obținem : b b b ^f(t) yk(t)dt = -f jk(t,s) ^k(t)dt cț>(s)ds - a a a J m b b -j; - ЛЕ( S yd(t) yk(t)dt)( fcp(s) Cf (s)ds) j— a a Cantitatea din acoladă din primul termen al membrului drept poate fi înlocuită prin f'k(s) și aceasta conduce la b ( ) j 'f’(s) k(s)ds = , к = , , ,□ Tinînd seama de ( ), ecuația ( ) se reduce la b ^(t) = Л ^k(t ,s) Cf>(s)ds , a ceea ce înseamnă că m Intr-adevăr, ecuația se reduce la b ĂJk(s,t) >k(s)ds , k>m , deoarece (\^г V-j) = pentru к > m, j = , , ,m Ultima ecuație nu este altceva decit ( ), pentru k=m+l, ,n Teorema este complet demonstrată Acum vom răspunde la Întrebarea ) de la sfîrșitul paragrafului Teorema Să presupunem că Л este o valoare proprie a nucleului k(t,s) Atunci, ecuație ( ) admite soluții, dacă și numai dacă f(t) este ortogonală spațiului autofuncțlilor nucleului adjunct corespunzător Iui Л adică, (f,V) - pentru orice soluție a ecuației b ( ) y(t) = k(s,t) "y(s)ds a Demonstrație Să presupunem că x(t) este o soluție a lui ( ) înmulțind ambi; embrii ai lui ( ) prin "y(t) - o soluție a lui ( ) - și integrînd de la a la b, obținem j b b \x(t)-y(t)dt = f(ț)y(t)dt + a a ■Cantitatea din acoladă poate fi Înlocuită prin ’у(з), care conduce la ( ) ^f(t)-y(t)dt = (f,-y) = Prin urmare, condiția ( ) este necesară pentru existența a cel puțin unei soluții pentru ecuația ( ) Să demonstrăm acum că ( ) este de asemenea o condiții suficientă pentru existența soluțiilor ecuației ( ) Să considerăm încă o dată nucleul k(t,s) dat de ( ) Știm că a = r„ Ecuația ( ) b y(t) = f(t) + Л j k(t,s)y(s)ds , a are o soluție unică pentru orice f(t) continuă, deoarece ecuația ( ) admite numai soluția banală (vezi demonstrația teoremei ) Dar ecuația ( ) poate fi de asemenea scrisă : b ( ) y(t) = f(t) + Л ^k(t,s)y(s)ds - Л "fi(t) \y(s,’ t Atunci, ecuația integrală corespunzătoare se reduce la o ecuație de tip Volterra : x(t) = f(t) + Aj k(t,s;x(s)ds , t G a Să se demonstreze existența unei funcții întregi (în re ort cu A )H(t,s;A) astfel ca : t x(t) = f(t) + Aj R(ț,sț A)f(s)ds , a pentru orice funcție continuă f(t) Ce concluzie se poate U- duce privind autovalorile nucleului Volterra ? Să considerăm ecuația integrală cu nucleu depener x(t) = f(t) + b n I a Ctlb -Cs ) |x(s)ds a = Se observă că orice soluție va avea forma n x(t) = f(t) + A > c a (t) j=l în care c (J = , , V ,n) sînt constante ce trebuie detersi- nate Fără a restrînge generalitatea putem presupun: că a (t) (І = , , ,n) sînt liniar independente pe £a,b ! se noastreze că ca satisfac un sistem algebric liniar se discute problema existenței și să se demonstreze rezultat importante ale acestui capitol în cazul particular de и- І - Ц Să considerăm ecuația integrală x(t) = f(t) + A jx’(t,s)x(s)ds o în care ?(t,sj este un polinoa omogen de grad n în t,s Să se discute ecuația de nai sus Să considerăm ecuația integrală singulară x(t) = oo \ sup(-|t - si )x(s)ds - și fie oC un număr real Să se demonstreze că x(t) = exp( iot-t) este o soluție a ecuației de mai sus, ce corespunde lui -Л = = ( + d J/ Așadar, mulțimea valorilor proprii ale unei ecuații integrale singulare nu este £n mod necesar numărabilă Fie a un număr pozitiv Atunci oo j e assin Ѣ s ds - ' Д-у , o aS-t Și r*- / f s sin ts / H у -at I -r— - as = ( г ? ѳ о аг+вг d Este evident că ecuația integrală x(t) = AJ sin (tslx(s)ds ° / are o infinitate de autofuncții ce corespund autovalorii ( ) Anume, aceste autofuncții sînt t л \ '' -at n ~g g + (-jr ) e , a > + jEle sînt liniar independente Desigur, această situație care aparent contrazice rezultatul dat de teorema , are loc, pentru că ecuația integrală pe care o considerăm este singulară (mai precis, intervalul de integrare este i nfi n-i t) ? Să se cerceteze ecuația integrală cu nucleu singular , b (t-s)^ x , atunci ecuația adjunctă coincide cu ecuația dată Astfel de nuclee sînt numite nuclee bermitiene AB văzut ca există nuclee continue fără valori proprii vezi Ex l, cap VII) Printre alte proprietăți interesante, nucleele bermitiene o au pe acea a existenței a cel puțin unei valori proprii Datorăm lui Hilbert multe rezultate fundamentale ale teoriei ecuațiilor integrale cu nucleu bermitian In cele ce urmea-ză vom prezenta mai ales acele rezultate ale acestei teorii care privesc dezvoltările în serie ale unor funcții Teorema oferă un puternic criteriu de convergență, cu multe aplicații utile S Cîteva proprietăți ale unui operator integral Dacă k(t,s) este un nucleu continuu pe Ls ^~ > a“ tunci el definește un operator integral, care va fi notat cu К dat prin b ( ) (Kx)(t) = ^k(t ,s )x(s )ds , x^C [а ЪЗ a - - Formula ( ) definește pentru orice funcție continuă x, o zltl funcție continuă x Un caa similar a fost întîlnit în § Este ușor de observat că operatorul К este un operator liniar și omogen Aceasta înseamnă K(x + y) = Ex ♦ Ky și K( o( x) = -A Hx - yl/ Prin scădere se obține Be(Kx,y) A( (jx+yl( + llx-y|| ) = A( ||xi| + ІІУІІ ) = A , ceea ce înseamnă ca ( ) Be(Kx,y) £ A , ||xți = liyll = Dacă alegem у = Кх/ IIKxII , pentru IIKxll ^ , inegalitatea ( ) conduce la ( ) ІІКхІІ A , pentru ||x|| = ' Pentru Kx - , inegalitatea ( ) este evident verificată Luînd supremul membrului sting în ( ) pentru îlxii = , obținea ( ) Ierna este demonstrată § Existența valorilor proprii Să considerăm ecuația omogenă b ( ) x(t) = Aj k(t,s)x(s)ds , a unde k(t,s) este un nucleu bermitian care nu este identic nul în Ta/oj x La,t și sa dovedim că are cel puțin o valoare proprie Subliniem că demonstrația acestui rezultat are un caracter constructiv Teoreда Dacă k(t,s) este un nucleu bermitian n-:-~ identic nul, atunci || K|| ~~ sau - И КII este c valoar proprie a ecuației ( ) Demonstrație Mai întîi, să observăm că totdeauna ! К !| Intr-adevăr, din k(t,s)~ , în £a,b^]x [a/oj > rezultă că există cel puțin un t E [a,b] , astfel îneît k(tQ,s) in £a,bj Pentru x(s) = k(s,tQ) obținea (»)(to) = b $ k(tQ,s)| ds > О , ceea ce implică IlExII > O Această inegalitate poate avea loc numai dacă II К II > O (deoarece ll Kxll || К I) II x II ) Lema ne care'am demonstrat-o în § arată că are loc re- lația ( ) Aceasta implică existența unui șir funcții continue pe La,b] astfel ca IIхдІІ = , n = , , ,și ( ) lim tilXn>xn^ = î " n -» CD Să presupunem că ( ) are loc cu semnul plus în membrul drept și să notăm A = II КII Girul funcțiilor continue £(hxn)(t)j este uniform mărginit și egal continuu pe £a,bj • Intr-adevăr, au lo~ relațiile b b b l(nx)(t)| ^|k(t,s)l ds ^|xn(s)i ds = | k(t ,s )| ds, a a a Și b |(Ьх )(t) - (Kx )(u)| $ $[k(t,s) - k(u,s)l ds , a din care aserțiunea rezultă imediat, deoarece k(t,s) este o funcție continuă pe £a,b} x Qa,bl In consecință, fără a restrînge generalitatea, se poate presupune că șirul [(Кхд)(і)| este uniform convergent pe £a,bj Să notăm x(t) = lim (Ax (t) și să arătăm că n -> “ X (t)ș£ O Int r-adevăr, II Kx - Ax II = (Kx - Ax Kx - Ax) = n n n n n n ( ) = |кхдІі + A - а(Кхд,хд) pentru că |Іхд|| = și (хд,Кхд) = (Кхд,хд) = (Ьхп,хд) Deoarece {^n} este uniform convergent Ч Кхд||^ Itelt cînd n —» со și ținînd seama de ( ) lim ІіКх - Ax II = ||xlt + A - A = llxll - A > , n oo ceea ce înseamnă că llxll > A > Aceasta implică x(t) iO pe Ca bJ • Pe de altă parte, ІІКх^ІІ i A flxjl = A din care obținem, luînd în considerație ( ) lim Я Kx - Ax J oo Vom scrie K(Kxn - Axn) = K(KxQ) - AExn și din Kxn —* x , uniform pe Га,Ь] , obținem IIKx - Axl| = O, ceea ce conduce la Kx - Ax = Aceasta mai poate fi scris încă b ( ) jk(t,s)x(s)ds = Ax(t) , t € Ca,b] a ceea ce arată că x(t) este o funcție proprie a nucleului k(t,s) corespunzătoare valorii proprii A- Dacă relația ( ) are loc cu semnul minus, atunci vom por- ni de la IIKx^ + AxQ|l O și vom dezvolta un raționament a-semănător Vom obține că —A~este o valoare proprie Teorema este astfel demonstrată înainte de a merge mai departe, este bine să prezentăm două proprietăți ale nucleelor bermitiene care rezultă ușor din con siderațiile anterioare Valorile proprii ale nucleului bermitian sînt reale Dacă x și у sînt autofuncții ale nucleului bermitian ce corespund la autovalori distincte, atunci (x,y) = O In ceea ce privește prima proprietate, trebuie să observăm că x - AEx implică (x,x) = A(Kx,x) Deoarece (Kx,x) este un număr real după cum s-a văzut mai sus și (x,x) > O rezultă ca Л este real Să presupune? acum că x = AKx, у = J'-Ky cu A Avem (x,y) = A(Kx,y) = Л(х,Ку) = А ^ (х,у) Deoarece Ayt“l , relația de mai sus implică (x,y) = O § Teorema de dezvoltare a lui Eilbert-Schmidt Să presupunem că nucleul hermitian k(t,s) admite o infinitate de autovalori |^nj ’ = l» f* Știm că ele formează un șir al cărui unic punct limită este punctul de la infinit (deoarece sînt rădăcinile unei funcții întregii Este posibil să așezăm aceste autovalori într-un șir ordonat, anume ; ( ) £ |Л | $ Yn) Vom avea (g)tfn) = (Kf= (f,KȚn) = A; f, Л" N( ) Л=ш a J ceea ce demont-trează că seria ( ) este uniform și absolut convergentă pe £a,bj Mai avem de demonstrat acum că seria converge către g(t), adică are loc relația ( )- Să considerăm nucleele auxiliare n ( ) kn(t,s) = k(t,s) - E A" і - «- ТР К = - Д(!’Ѵ fs consecință, este suficient să demonstrăm că lim (K f)(t) = O n n = Kf In ( ) n -» со “ în sensul convergenței £n medie Intr-adevăr, din ( ) rezultă ( ) (Knf, іап| Pe de altă parte, se știe că cel puțin unul din numerele + ІІКПП este u autovaloare pentru k^tjs) (vezi teorema ) In consecință, ( ) llKnll I ĂJ" ceea ce implică lim ||K )j = Deoarece IIE f|| • n • oo (Knf)(t) = g(t) - £ A~ (f, g(t) - ,«p )^(t j=l j— Deci lira ||(E f)(t)ll = , deoarece se poate permuta integrala П ® D și limita, convergența fiind uniformă pe £a,b • Putem scrie ||g(t) - £ ^(t)!! = , j— și deoarece funcția din interior este continuă, obținem ( ) Teorema este demonstrată aplicație imediată a teoremei este legată de ecuația neomogenă ’ • b ( ) x(t) = f(t) + ^Jk(t,s)x(s)dfî , a unde k(t,s) este un nucleu bermitian și anume von găsi dezvoltarea în sene a soluției Deoarece ț> x(t) - f(t) = Aj k(t,s)x(s)ds , a rezultă că x(t) - f(t) = g(t) satisface condiția cerută de teorema lui tilbert-Schmidt * presupunem că Л nu este o autovaloare pentru k(t,s) Atunci, (g, ^) = АД “ Cx, Cu aceasta x(t) devine ( ,) unde c - sînt constante arbitrare (numărul lor este același cu и multiplicitatea lui A ) Ambele serii ( ) și ( Ș) sînt uniform și absolut convergente pe £a,b“J , Deci, daca cunoaștem autovalorile și autofuncțiile nucleului hermitian k(t,r), este posibil să se' reprezinte soluțiile ecuației ( ) sub forma unor serii ai căror termeni sînt autofunc- ții - - Acum, să presupunem o este o autovaloare a lui -£n ? - S(t> - Deci lim ||(K f)(t)l| = O, deoarece se poate permuta integrala П ® П și limita, convergența fiind uniformă pe £a,bj • Putem scrie oo ||g(t) - E Ț-j) ?/*)!! = O » Э—I și deoarece funcția din interior este continuă, obținem ( ) teorema este demonstrată O aplicație imediată a teoremei este legată de ecuația neomogenă b ( ) x(t) = f(t) + Л^к(ѣts)x(s)ds , a unde k(t,s) este un nucleu beraitian și anume von găsi dez- volt are a în seine a soluției De ca: x(t) - f(t) = b k(t,s)x(s)ds , a rezultă că x(t - f(t) = g(t) satisface condiția cerută de teorema lui rilbert-Scbmidt Să presupunea că A nu este o autovaloare pentru k(t,s) Atunci, (g, «fj) =-АД (t), л ț=v unde c- sînt constante arbitrare (numărul lor este același cu V multiplicitatea lui A ) Ambele serii ( ) și ( Ș) sînt uniform și absolut convergente pe ^a,b"î Deci, daca cunoaștem autovalorile și autofuncțiile nucleului bermitian k(ț,r), este posibil să se' reprezinte soluțiile ecuației ( ) sub forma unor serii ai căror termeni sînt autofunc-ții § Nuclee și sisteme complete Conceptele de nucleu complet și sistem complet de funcții sînt necesare în studiul unor ecuații integrale pe care le vom considera în capitolul următor, în legătură cu problema Sturm-Liouville pentru ecuații diferențiale liniare de ordinul doi, depinzînd de un parametru Mai întîi, să demonstrăm următorul rezultat privind ortogo-nalitatea nucleelor bermitiene reale (adică simetrice: k(t,s)= = k(s,t)) Lemă Dacă funcția k(t,s) este un nucleu simetric continuu, cu o infinitate de valori proprii, atunci condițiile ( ) și ( D sînt echivalente : ( ) b k(t,s)x(s)ds = , t € ( ) a b Cf (s)x(s)ds - O , a J = , , Aici, x(t)£C £a,b^ este o funcție dată iar | este sistemul funcțiilor proprii ale nucleului k(t,s) Demonstrație Să presupunem că relația ( ) este adevărată Să o înmulțim prin ^(t) Și sa integrăm de la a la b Obținem b b b b ț Q^ttjdt țk(t,s)x(s)ds = jx(s)ds Ck(s,t) O, cînd n —* oo , a așa cum s-a ai-tat în demonstrația teoremei de dezvoltare (deoarece Kaxil II Knl| x și HKjl —*• O, pentru n-*oo) b •I\k(t,s)x(s)ds|| = O, ceea ce implică ( ) a Vom spune că nucleul simetric k(t,s) este complet, dacă crice relație de forma ( ) cu x(t)£C £a,bj implică x(t) = Sistemul ortonormal ^fj(t)j este complet pe £e,bj , dacă condiția ( ) cu x(t)£C £a,b] implică x(t)S Este aproape banal faptul că orice sistem complet conține o infinitate de elemente fiindcă spațiul funcțiilor continue nu admite o bază finită Din lema pe care am demonstrat-o înainte urmează că : Nucleul simetric k(t,s) este complet dacă și numai dacă sistemul autofuncțiilor sale este complet S Problema Sturm - Liouville Una dintre cele mai interesante aplicații ale teoriei lui Hilbert cu privire la ecuațiile integrale cu nucleu simetric se referă la ecuațiile diferențiale de ordinul doi , ( ) [?(t) [Л- q(t) Jx = cu condițiile la limite ( ) > pe acest interval ; ) q(t) este o funcție continuă pe ^a,b^ • ) | oij ч-Іс^І > și |д| + lji | > Se presupune că Л este un parametru Problema Sturm-Liouville constă în găsirea acelor valori ale lui Л , pentru care există o soluție nebanală a ecuației ( ), definită pe Qa,bj cu condițiile la limită ( ) Aceste valor ale lui Л sînt numite valori proprii și soluțiile corespunzătoare funcții proprii Am văzut că Л = nu este niciodată o valoare proprie a unei ecuații integrale Din contră, Л = poate fi o valoar; proprie pentru problema Sturm-Liouville (a se vedea problema >, cap VIII) In continuare vor fi folosite următoarele două proprietăți: I Orice autovaloare are ordinul de multiplicitate egal cu , adică două funcții proprii distincte ce corespund aceleiași autovalori diferă printr-un factor constant II Două autofuncții ce corespund la autovalori distincte sînt ortogonale Să demonstrăm proprietatea I Presupunem că există două au-tofuncții liniar independente ce corespund aceleiași autovs-lori A , să spunem x^(t) și x (t) Atunci x(t) = c-jX^t)* + CgXg(t) reprezintă integrala generală a lui ( ), pe [a,b] Urmează că orice soluție a lui ( ) satisface condițiile la limită ( ) Dar aceasta este imposibil, deoarece se pot alege x(a) și x(a) arbitrar astfel ca prima condiție ( ) să nu aib“ loc In ceea ce privește proprietatea II, presupune că Л și p- valori proprii distincte și să notăm prin x(t), y(t) :uncțic-e proprii corespunsătoare Din obținem ușor, ( ) StL?(tXy S - x S = • Intr-adevăr, vom Înmulți prima ecuație cu у și cea de a doua ev x și scăzând obținem ( )- *ntegrînd ambii membrii ai lui ( ) de la a la b și luînd In considerație : ) y(a)x(a) - x(a)yta) = , y(b)x(b) - x(b)y(b) = găsim vj ( ) $x(t)y(t)dt = O a Acum în scopul de a demonstra ( ), vom porni de la ( ), releție verificată atât de x cît și de y De exemplu, ct^x(a) + ♦ oL x( a) = C , otp-(a) + J^y(a) = și I oLj + I > implică prima condiție ( ) Un raționament similar se poate aplica pentru t = b Analogia Intre teoria ecuațiilor integrale și cea a problemei Sturm-biuoville este acum evidentă De fapt, este totdeauna posibil să se reducă problema Sturm Liouville la o ecuație integrală cu nucleu simetric Ne vom o-cupa de acest lucru în următoarele două paragrafe Sînt două cazuri distincte pe care le vom considera și anume i ) Л= nu este autovaloare a problemei Stura-Liouville : ) Л = este o autovaloare § Reducerea la o ecuație integrală s primul саг Să considerăm ecuația diferențială ( ) b(x) = |?[p(t) g ]- q(t)x = , a cărei singură soluție ce satisface ( ) este x^t) = A-ceasta înseamnă că Л = nu este o valoare proprie pentru problema Sturm-Liouville ( ),( ) Fie x^(t) o soluție a lui ( ) ce satisface prima condiție ( ) și nu este identic zero pe Са>ъЭ • fri ^ (t) vom nota o soluție a lui ( ), astfel ca a doua condiție ( ) să fie satisfăcută și » formula lui Liuoville, ob- ținem ( ) x (t)£,(t) - x (t)x?(t) = —— , t € fa,b J , p(t) deoarece ecuația ( ) poate fi scrisă x(t) + x(t) - x(t) = p(t) p(t) Funcțiile x-^(t) și Xg(t) trebuie să fie liniar independente, ceea ce înseamnă C gtO Altminteri, atît x^(t) cît și x (t) ar satisface ecuația ( ) și condițiile ( ) - contrar presupunerii că Л = nu este autovaloare Deoarece funcțiile x (t) și x (t) pot fi alese astfel încît C = - , (fiecare este determinată pînă la un factor constant) avem un sistem fundamental de soluții, astfel încît x (t)x (t) - x (t)x (t) = - p(t) t € • ă considerăm acum ecuația neomogenă corespunzătoare lui ( ) : ( ) L(x) = -f(t) unde f(t) este o funcție continuă pe £a,bj Scopul nostru este de e exrrima soluție lui ( ) cu condiția la limită ( ) folosind metoda variației constantelor Von căuta soluții de forma ( ) x(t) = C (t)x (t) + C (t)x (t) unde C^(t) și Og(t) pot fi găsite din următorul sistem : ( ) C (t)x (t) + C (t)x (t)= O iC (t)x (t) + C (t)x (t) = - Din ( ) și ( ) obținem Сд/t) = -x (t)f(t) C (t) = x (t)f(t) ceea ce implică ( ) C^(t) = - ’ x (s)f(s)ds, C (t) = â Ь jx (s)f(s)ds , cu constantele de integrare convenabile Din ( ) și ( ) obținem b ( ) x(t) = x^(t) ^x (s)f(s)ds + x (t) t jx (s)f(s)ds , a care poate fi de asemenea scrisă ( ) CU b x(t) = )G(t,s)f(s)ds a ( ) G(t,s) 'xj(s)x (t) , x (t)x (s) , s t Funcția G(t,s) este evident continuă pe fa,bl x£a,bj na posedă de asemenea unele proprietăți de diferențiabilitate care pot fi cu ușurință deduse din ( ) Funcția G(t,s) este numită funcție lui Green, asociată pro- blemei Sturm-Liouville ?aptul că ( $), sau ( ), dă o soluție pentru ( ) este e-vident Avem de demonstrat că x(t) dat de ( ) satisface ar-bele condiții ( ) b Intr-adevăr, din ( ) găsim x(a) = x-^a) x îs)f(s) s)f(s)ds i a deoarece g(t) satisface condițiile ( ) Sin ( constatăm că g(t) satisface condiția cerută de teorema de dezvoltare a lui Hilbert-Scbmidt, ceea ce demonstrează afirmația de mai sus § Seducerea la o ecuație inte~rol?' cel de al doilea caz Acest caz corespunde situației cînd Л= O este o autova-loare pentru problema Storm—Liuoville ( ), ( ) In scopul de a reduce problema noastră la o ecuație inte grală, vom folosi un alt operator diferențial Anume : ( ) L (x) = f [p(t) q(t)x + ^x , în care Ло este un număr real ce nu este autovaloarea pentru problema noastră Că un astfel de număr există, rezultă din următoarea afirma- ție : Orice sistem ortonormal de funcții continue pe La,b este cel mult numerabil Fie lln s:i-s'teE ortonormal cu o(€ A, unde A este o mulțime arbitrară de indici Pentru Л fixat și €> O, putea găsi un polinpa cu cosfi- cienți raționali, să spunem p^Ct) • pentru ca să aibă loc relația : ( ) ll*^(t) - p^CtJIKi Deoarece pentru ct =/ уз iiVțJ( = II * obținem ll^ll - ( V" - £ > £ iacă £ este suficient de mic și ținînd cont de l! ^ - t^ăsim că p^ Pp , pentru în consecință, se poate stabili între sistemul ^*^(t)J , -«* valorile pro- prii ale nucleului GQ(t,s), rezultă că valorile proprii ale problemei Sturm- Liouville sînt Aceleași concluzii pe care le-am stabilit în к = , , $ & € au loc și în cazul de față Probleme Să considerăm ecuația integrală b x(t) = k(t,s)p(s)x(Sz— , a în care k(t,s) este un nucleu de tip Hermite iar p(s) o funcție continuă pozitivă pe £a,b^ Să se arate că această ecuație se poate reduce la o ecuație cu nucleu bermitian prin înmulțirea ei cu o funcție convenabilă ce depinde de t Să se deducă proprietățile corespunzătoare ale autovalorilor și su-tofuncțiilor Să considerăm următorul sistem Sturm-Liouviile generalizat s (E) dtEpCfe)S]+ [Ar(t) - q(t)^]x = , (L) ot^x(a) + dgx(a) = , yî^x(b) +■ ^x(b) = , unde p(t), q(t) și coeficienții din ( ) satisfac condițiile specificate în § iar r(t) este o funcție continuă, nenegativă pe £a,b^ Să se cerceteze această problemă generalizată uraînd procedeul folosit în acest capitol In particular, să se demonstreze următoarea oroprietete: dacă x(t) și y(t) sînt funcții proprii ce corespund la autovalori distincte atunci b Jx(t)y(t)r(t)dt = O a Sa considerăm un sistem Sturm-Liouville in condițiile specificată în S Să se demonstreze că Л = poate fi o autovaloare Indicație Se va studia ecuația x + Лх = cu condițiile x(a) = x(b) = Să considerăm ecuația neliniară de ordinul II x = f(t,x) și condițiile la limite x(a) = A, x(b) = B Să se arate mai întîi că problema valorilor la limită este echivalentă cu alta, de același fel, cu condiții la limită omogene (adică A = = В = ) Să se găsească o ecuație integrală de tip Hammerstein (vezi problema , cap VII) care este echivalentă cu problema valorilor la limită enunțată mai sus Dacă f(t,x) este continuă și mărginită pentru t t £a,b , -oo O pentru orice f Să se demonstreze că nucleul k(t,t) ^- t £l a o Auto— valorile lui k(t,s) sînt toate pozitive Să notăm prin -,t sistemul aut©funcțiilor nucleului pozitiv k(t,s) Să se arate oo k(t,S) =£ л; (t,x) este o funcție continuă pe (D) to t $ tQ + a , I x - xQ I b Din teorema de existență a lui Peano, știm că există cel puțin o soluție x = x(t) a ecuației ( ), așa îneît x(t ? = x, Această soluție este definită pe tQ t £ tQ + o , unde c = = min^a,bl! J iar Ы = sup|nj(t,x)j , (t,x)€D Să demonstrăm acum că i Există o soluție maximală x,,(t) -?i o soluție minimală x (t), ambele trecînd nrin (to x„) si de-pa '-to|tc * Jj ■ d>Gt așa îneît ( ) îB(t) i(t)^xa(t) , t > pentru orice soluție x(t) a sistemului ( ) cu x(tp) - z, Fie ^u>b(t,x)j un șir de funcții continue pe D, așa incit : ( ) ' І^дСі х) - n(t,y)| i LJx - yl Și ( ) limcvn(t,x) =^(t,x) , uniform pe D Existența unui astfel de șir rezultă din teorema de aproximare a lui ffeierstrass ? In particular, n(t',x) + + £nj , cu ln ~ sup|uj(t,x) -uJa(t,x)| , (t,x) feD, satisface ultima cerință Să considerăm acum ecuațiile ( ) x =oon(t,x) , n = , , Fiecare ecuație ( ) are o soluție unică x - x^țt) , = = x , unde xn(t) este definită pe £t ,tp + ^ » $ = m^n {a» , li fiind astfel încît i n( t ,x) M pe B, n = , , De fapt, И poate fi ales oricît de apropiat de il Este ușor de demonstrat că șirul ^xp(t)| este uniform mărginit și equicontinuu pe £tp,to + J Avem |xn(t) - xp| b și |xp(t) - xQ(s)| Ы |t - s| Să notăm : ( ) x^ = lim хд (t) cînd к —> oo , ) A se vedea, C Corduneanuî Funcții aproape periodice București, unde (t)j este un subșir uniform convergent el lui [xn(t)F Dacă x(t) este o soluție a ecuației ( ), definită pe tQ,to + tp Intr-adevăr dacă soluția maximală prin (t ,x ), să spunem X^Ct), este astfel incit X-^(t) > x;;(t) pentru t > t^, atunci soluția definită de : x(t) = t € Ct ,tx , t > tx , trece prin (tQ,xo) și nu satisface x(t) • Contradic ția arată că Xy(t) este soluția maximală prin orice punct si' tuat pe graficul ei Să presupunem că ( ) este dat în domeniul SL — R , cu - - funcție continuă pentru (t,x)fSl Atunci, prin orice punct (to,xQ)E-Si trece o soluție unică, saturată maximă (la dreapta lui t^) « Demonstrația ultimei afiiraații poate fi dusă la capăt prin procedeul dat îț Й , cu precizarea că oricînd vom av da construit o prelungire, trebuie să luăm soluția maximală, Există mai multe aplicații ele noțiunii de soluție maximală (sau minimală) Să amintim aici una din ele, ce se referă la teoria inegalităților diferențiale Dacă oJ (t,x) este continuă în SL și y(t) este o funcție diferențiabilă, așa îneît (t,y(t))e , t€ ttQ,ty), atunci ( ) y(t) (t,y(t)) implică ( ) y(t) xM(t) pe intervalul comun de definiție, unde x^(t) reprezintă soluția maximă a lui ( ) prin (t ,y(tQ)) § teoremă a lui Massera Considerăm din nou ecuația ( ) ( ) x =co(t,x) , unde со (t,x) este continuă pentru t > О, Цx II â M și satisface o condiție care asigură unicitatea prin orice punct al domeniului de definiție (de exemplu, condiția Lipschitz locală) și ш(ѣ + T,x) = u>(t,x), pentru un anumit T > (adică , c-»(t,x) este periodică în t) u Teorema lui Massera Dacă există o soluție x = * (t) a ecuației ( ) definită pe semiaxa (t > ) (deci mărginită), atunci ( ) admite cel puțin o soluție periodică - - К' [хп n(t,x(t)) , din care obținem (vezi â ) ( ) x(t) xn(t) , t € QtQ,to ’ a = Din ( ) și ( ) rezultă x(t) x^(t) In consecință, x^(t) definită mai sus este soluția maximală lui ( ) prin (t ,xQ) Că soluția maximală printr-un punct dat este unică, se poate constata din următoarele: dacă :: ț) și x^Ct) ar fi ambele soluții maximale atunci ar avea loc relațiile Xn(t) x^Ct) și ^ x^( ) Deci, C w >, ceea ce demonstrează unicitatea Un raționament asemănător poate fi folosit pentru a demonstra existența soluției minimale xm(t) prin (tQ,x ) Observație Este interesant de subliniat următorul aspect: Dacă (t^,x^) este considerat așa încît t t^ Intr-adevăr dacă soluția maximală prin (t-|,x^), să spunem X^Ct), este astfel încît X^(t) > x ,(t) pentru t > t-p atunci soluția definită de : XM(t) , t € [t ,t ] , x^Ct) , t > tx , trece prin (t ,x„) și nu satisface x(t) O incit ( ) i' , t > , n = , , Intr-adevăr, âț xa(t) = x (t + nT) =»*»(t+nT,x (t+nT)) = =cu(t,x (t ♦ nT)) =co(t,xn(t)) , ceea ce arată că xn(t) sînt soluții ale lui ( ) Evaluarea ( ) rezultă din |xQ(t)| M , t > Dacă pentru anumiți n xn( ) = xn+ ( ), proprietatea de unicitate conduce la xn(t)= xn+]/*), adică xQ(t + nT)S = xQ(t + (n + l)T)=x (t + nT + T) Aceasta dovedește că xQ(t) este o soluție periodică a ecuației ( ), cu perioada T Să presupunem acum, pentru precizare, că xQ( ) , dacă ținem semna de unicitate Pentru t = nT obținem хд( ) Deci £xQ(t)j este un șir crescător Din ( ) rezultă existența limitei : ( ) lim x (t) = x(t) , t » n -> Pe de altă parte, există N > , așa încît lco(t,x)l Sî N pentru t , Ixl M Din ( ) vom avea ( ) ^хп(ѣ) - xn(s)| £ N |t - s| , t,s > , n = , , Din relațiile ( ) și ( ) urmează ca șirul xn(t) este uniform mărginit și egal continuu pe semiaxa t > Prin urmare, se poate aplica Ierna lui д Со і - Arzelă pe orice interval închis de pe semiaxa pozitivă Deoarece orice șir monoton ce conține un subșir convergent, este el însuși convergent,vom deduce ( ) are loc uniform pe orice interval mărginit Deci x(t) este funcție continuă pe semiaxa t și mai mult, x(t) - - este o soluție a ecuației ( ) Ultima aserțiune rezultă cu u— șurință din t У- (t) = x„( ) + ta(s,xn(s))ds , t > o, a = , , n n o considcrînd că ) "** J • IM • cind n —* cr Deoarece x(T) = lim xn(T) = lita xn+ ( ) cînd n —• со , obținem x(T) - £ = x( ) Dar x(t + T) este de asemenea o soluție a ecuației ( ) și aceasta are semnificația că x(t + T)= = x(t) , t Teorema lui Massera este astfel demonstrată Semnificația rezultatului de mai sus, constă mai ales în faptul că existența unei soluții periodice se reduce la existența unei soluții mărginite Desigur, avem în vedere ecuațiile periodice, adică acelea în care cj(t + T,x) = Gj(t,x) Ca o ilustrare a teoremei lui Massera, vom considera ecuația ( ) în aceleași condiții de mai sus și vom adăuga i ( ) , t>C , unde a co(t,a) , b Ș cjj(t,b) , t > , deoarece a = b = Dacă xo este astfel încît a și a x(t)b , t > Aceasta este o consecință a unui rezultat important din teoria inegalităților diferențiale Prin urmare, există cel puțin o soluție mărginită a lui ( ) definită pe semiaxa t > , care implică existența unei soluții periodice In particular, ( ) poate fi satisfăcut de către a , convenabil aleși, cînd există și este mărgini- tă inferior de un număr pozitiv, □ Intr-adevăr, din găsim (t,a) $ ma + oo(t, ) (t,O) este periodică, deci mărgini’ tă) La fel , uj(t,b) > , pentru b suficient de шаге § teoremă de oscilație Ne vom ocupa în acest paragraf de ecuația diferențială de ordinul al doilea : ( ) [₽ , unde p(t) > este continuu difereațiabilă pe t iar q(t) este continuă soluție x(t) a lui ( ), care nu este identic sero ne semiaxa t^ , este numită oscilatorie dacă există un șir ft^j ’ ^n “* ’ a?a = » a = » , Teorema de oscilație pe care vrem s-o stabilim este următoare a^ i condiție suficientă ca orice soluție a ecuațiej ( ) să fie oscilatorie este ( ) ^pR? = j - Intr-adevăr, din ( ) rezultă xy = px, deci xy ♦ xy'-= (pi)' și x = xy/p Pin ( *), obținea ( ) ținînd seama că x =£ O Să presupunea acum că x(t) este o soluție a lui ( * cu x(t) O pentr-u t> aj Atunci, y(t) dat de către ( ) va satisface ( ) pe sexiaxa t > a In consecință, pentru t suficient de mare, ooținem din ( ) t ( ) y(t) + j ds = y(a) - jq(s)ds ixplică ( ) H (t) „ b > a Intr-adevăr, R'(t)p(t) = y^(t) și din ( ) vor avea у + к й Q și у£ > Н“ , саге conduce Іа ( ) Separarea variabilelor în ( ) și integrarea de la b la ceea ce contrazice ( ) • Facem observația că rezultatul enunțat în teorema de mai sus se datorează în esență lui V 'intner și Leighton Să aplicăm această teoremă cunoscutei ecuații a lui Sassel: ( ) t x + tx ♦ (t - O "Un calcul sioplu arată că ecuati ) este echivalentă cu: (tx)' * t —ț-) x = O , t > O Cu p(t) t și q(t) = t - cC t” , t > O, condițiile ( ) sînt evident verificate ' Ъ Deci, orice soluție a ecuației Bessel (sau, cum este frecvent numită, orice funcție Bessel) ia valoarea O de un număr înfin-tt de ori pe semiaxe pozitivă alt exemplu interesant este dat Un de unde mic + Âf(t)] x = O , t ^f(s)ds este mărginită iar Л este un parametru § formula lui Picone și consecințele sale Formula pe care o vom stabili se referă la o pereche de e-cuații diferențiale ordinare s ( ) [₽(t) В]’ = ’ ( ) tt[₽l sînt continuu diferențiabile pe [a,bj , în timp ce q(t) și Q (t) sînt continue pe același interval Să presupunem că x(t) este o soluție a lui ( ) iar y(t) este o soluție a lui ( ) așa îneît y(t) pe Qa,bJ A-tunci ( ) st [y ~ Pi^îh (q ■ ^i)x“+ (-D ~ Pi(i- у y) Intr-adevăr, шешс: sting se poate egala cu • x (px) + px - P xx J + PX У - y- (pxy) = У o o • ‘ = qx + pi - p xx ț + p, У - Q- x J У dacă considerăm ( ) și ( ) Pentru a obține formula lui Picone, vom integra ambii membri ai ecuației ( ) de la a la b, presupunînd x(a) = x(b) = J Se obține t ъ b ( ) ^(q - q, )x dt + (p - p )x dt ♦ “ v ?) , obținem = i - * у = y P (t),q(t)> q (t), t Г a,ti] , unde q(t) și c (t) nu pot fi identic zero pe nici ur -^interval al lui Ca,b] , atunci intre două zerouri succesive ele und soluții arbitrare ale lui ( ), există cel puțin un zero al unei soluții a lui ( ), exceptind cazul în care ecuatl:’’ coincid și soluțiile sir t liniar dependente * Fără a restrînge generalitatea, se poate presupune că x(t) este o soluție a lui ( ) cu x(a) = x(b) = , x(t) # , zi (a,b Dacă acest caz nu are loc atunci votn restrînge studiul la un subinterval [ci c £a,b] , așa incit x(ot) = x yî) = v , x(t) țdO, tfC*, fi) Acum să presupunem că o soluție y(t) a - - lui ( ?' nu este zero penoru t€(a,b) Atunci, cin identitatea lui Ficone rezultă cit -' = c^(t,, £p(t) — p^(t)Jx(t)^O +i x'( t y(t) - x(t)y(t) — , t € Га ьД Pretindem ca p(t) = = p-jțt) Altfel, sa avea x(t) = pe un anumit subinterval el lui fa bj , care implică q(t) = (deci ^(tjs ) pe a-celași subinterval De oare c~ aceasta contrazice condițiile noastre, rezultă că p(t) - P (t) pe O,bJ Prin urmare, ecuațiile ( ) și ( ) coincid și din x(t)y(t) - x(t)y(t) = , obținem că x(t) și y(t) sînt liniar dependente Teorema comparației a lui Stura este prin aceasta denons-;rstă Pentru a ilustra cele enun¥ate mai sus, vom considera din nou ecuația ( ) a lui Bessel Dacă punem у = t~?“x, atunci x și у se anulează simultan pentru t > C Pentru у, obținem următoarea ecuație ; ( ) У + [ * ■ ] У = t Această ecuație poate fi cu ușurință comparată cu ( ) z +■ ( + £)z = £> Intr-adevăr, ( - « )/ t pentru t suficient de mare, Deci, zerourile oricărei soluții a ecuației ( ) separă pe acelea ale unei soluții arbitrare a lui ( Ș), adică a unei funcții Bessel arbitrare Deoarece soluțiile lui ( ) sint date de z(t) = = c sin ( ^ + t *'?*), vom trage concluzia că orice interval (a,a + ^( + £) i/ ), cu a suficient de mare, conține cel puțin un zero a oiicărei funcții Bessel de ordinul Pe de altă parte - € pentru i эьО ; x ) E(x) - f(u)du -*■ oo cînd x oo ; o ) F(x) este monoton crescătoare pentru x> a > C, unde a este singurul zero pozitiv al lui ?(x) Deoarece ecuația ( ) este echivalentă cu ( ) x = у - F(x) , у = -g(x) , vota avea de considerat sistemul ( ) în ipotezele ) - ) Acest sistem este autonom (vezi § ) Și au loc următoarele proprietăți ; a) Este satisfăcută o condiție Lipscbitz locală, în renort cu ambele variabile x,y ) N Levinson and O K Smitb, Duke Math Journal ( ) - ч - Intr-adevăr, g(x) este presupusă local Lipschitziană și din x) = f(x) rezultă că у - E(x) satisface de asemenea o condiție Lipschitz locală Prin urmare, existența locală și unicitatea au loc pentru ( ), prin orice punct al planului (x,y) b) Dacă (xl',t/,y(t)) este- o soluție a lui ( -, atunci și ;-x(t;,-y(t)) este o soluție Cu alte cuvinte, orice curbă care e simetrică unei traiectorii în raport cu originea , este de asemenea o traiectorie pentru ( ) Ceea ce ar cin b) rezulta cu ușurință din faptul că ambele funcții у - Их) și -g(x) sînt impare c) Panta tan-entei traiectoriei ce trece prin (x,y,■ este dată prin ( ) âx - “ ' y-?(x) Prin urmare, dacă o traiectorie a lui ( ) întîlnește axa у -lor (x = ), atunci tangenta sa este orizontala (cu excepția originii, care este un punct singular) Deoarece g( ) = C, din ( ) constatăm că panta tangentei este zero Dacă notăm prin Г graficul funcției у = f(x), atunci tangenta la o traiectorie cere întîlnește Г (în punctul comun) este verticală d) Dacă ( : este c traiectorie în-clir ?- ciclu, unică e- ceastă traiect, rie trebuie s~ fie t - etri - in гот ort cu ori ginea Intr-adevăr, din b) rezultă că oricărui ciclu în corespunde un altul care este simetric cu primul în raport cu originea E-le coincid dacă și numai dacă ciclul dat este el însuși simetric în raport cu originea - - e) Să presupunea că există u-i ere al unei trudeoterii a ui ( ), cituet în semiulanul x > C, care tau e ava y-lor : a ru'-puncte simetrica în racort cu orj-inea Atunci exiști c tr lje-torie închisă a lui ( ) Se consideră arcul simetric în raport cu originea, arcului a cărui existență am afirmat-o în e) Acest arc este de asemenea o parte a traiectoriei Dacă purem împreună arcele traiectoriei în discuție, găsim o traiectorie întreabă care este evident închisă (are loc proprietatea de unicitate; veci c , Am putea demonstra acum existența unui ciclu pentru ecuația lui Liărard Teoresă Dacă au loc condițiile ) - ), atunci există o singură traiectorie închisă a sistemului ( )- Demonstrație Așa cum am văzut mai sus, este suficient să arătăm existența unui singur arc al traiectoriei, situat în semiplanul x așa încît să taie axa y-lor în două purc te smetrice în raport cu originea Deoarece у = - g(x) , urmează că у descrește de-a lungul arcului traiectoriei situat la dreapta axei y-lor re dc alta parte, din i = у - F(x) observăm că x crește de-a lungul oricărei părți a traiectoriei ce se află deasupra curbei Г , Г (j = l’(x)) Și descrește, oînd traiectoria se găseșt'' sub această curbă Vom demonstra mai întîi că orice traiectorie ce intră în semiplanul x > trebuie să coboare întîlnind Г într-un punct ( , rămînînd, dincolo de ( Л,?( ■ să fie si- m față ce origine In - -adevăr, dacă traiectoria у - y(x) intră în setaipla-nul x > prin punctul (O,yo), y > (pentru y , așa îneît traiectoria noastră să întîlnească Г în ( oi,F(c()) Este convenabil să notăm prin traiectoria de mai sus Știm din c) că tangenta la în ( ct,F( cZ )) este verticală Faptul că după ce trece dincolo de ( , dacă ^ x In consecință ițr este mărginită și acest lucru implică у = y(x) mărginit pe Deoarece у = y(x) este mo- noton descrescătoare, rezultă că există lim y(x) cînd x -> + Deci, Got întîlnește din nou axa y-lor într-un punct anumit (С,уу), cu yy O Pentru aceste valori a-le lui a Folosind notațiile arătate în fig -l, să scriem ( ) ( o a Intr-adevăr, de-a lungul arcului AD sau SG vom avea du = jr^Ș— dx Pentru d creacât ?т, arcul urcă și ЕС coboară Pentru d iar dy ) = у , a semiplanului x în semiplanul Deoarece P(x) este monotonă și continuă pentru x > , rezul ți că aplicația este biunivocă și continuă, ca și inversa sa Deci F(x), У este o aplicație topologică de la x>- la Arcul Dn este dus prin această explicație într- ur arc D^E^, cu extremitățile pe axa și ^(e-) reprezintă aria între D^E^ și axa у Efectul creșterii lui oc este de a ridica pe D?, să spunem în Dg, și de a coborî Ep să spunea în Eg Deoarece D^E^ și DgEg nu au Punc'fee comune, rezultatul creșterii lui ct este o creștere a ariei dintre arc și axa V • Dar Țg(oC) este egal cu aria (orientată) dintre arc și axa у , care arată că descrește cînd ci crește Prin urmare, ^(«O = + - oo , cînd « —> со Deoarece du |PK|) Dacă ținem K-fixat în ( ) și JP Q ' facem ca • o’ șrăsia ^(sC) —> - со, deoarece |PX| devin arbitrar de oare Sintetisînd, “f( , nja încît c₽ (oQ a șl - ® cînd ci—* со Prin urmare, există o vcloars și nun ai una singuri a lui oi , să spunem , a, așa încît Ч ( = C Pentru această valoare a lui oi, , vor avea u( ,y^) - u(O,y > =*O, ceea ce încheie demonstrația Observație Prin alte raționamente, se poate arăta că ciclul a cărui existență a fost demonstrată în teorema precedenta es e orbital stabil" Sensul acestui terses este intuitiv, clar Ca o ilustrare a studiului de mai sus, amintim ecuația ( ) x + - l)x + x = , fJ-> cunoscută ca ecuația lui Van der Pol Ecuația ( ) este în-txladtă în teoria circuitelor prin tuburi cu vid Existența unei soluții periodice’diferite de zero joacă un rol important în aplicații § Sisteme diferențiale fără unicitate Scopul acestui paragraf este de a cerceta proprietățile sistemului diferențial : ( ) x = f(t,x) , x,f€Ra , unde f(t,x) este numai continuă dă presupunem că f(t,x) este definită pe Л Cnx+“, unde Л este un domeniu Atunci, prin crice punct (Ѵ,х°)€Л trece cel puțin o soluție a sistemului ( ) Aceasta este o consecință a teoremei d e existență a lui Peano (vezi ) - - Soluția este definită într—o vecinătate „mica' a lui tQ, să spunea |ț - t | - J • Noțiunile de soluție prelungibilă sau soluție saturată au Înțelesul pe oare £ știm din § Nu este dificil să se construiască o teorie complet asemănătoare aceluia lin § Ku vom repeta toate raționamentele pe care le-am folosit în capitolul III Pentru comparație să menționăm rezultatul ce se referă la existența unei soluții saturate care prelungește o soluție dată x = x(t), t a sisteBului C )* Da -ă f(t,x) este o funcție continuă pe -Я- șir - x(t) t g este o soluție prelungibilă a lui ( j, atunci, există cel puțin o soluție saturată a aceluiași sistem, să spunem у = y(t), t € a^a incit t > t și x(t)=y(t) , t € • Comportarea unei soluții saturate în extremitățile intervalului său de definiție este descrisă în teorema Să considerăm acum sistemul ( ) cu f(t,x) continuă pe (D) tQ t t + a , tl x - x° ii b Orice soluție a lui ( ) prin (tQ,x°) poate fi prelungită pînă ce ajunge la biperpu-c «j t = t ♦£, unde ( ) min fa, - ] , M = sup ||f(t,x)|| L M J D Intr-adevăr, o soluție ce poate fi prelungită pînă în extremitatea sa dreaptă, situată pe frontiera lui D Deci, poate fi prelungită pentru acei t pentru care ||x(t) - х°Ц b Deoarece orice soluție x •= x(t) a lui ( ), ce trece prin (t ,x°), satisface ț ( ) x(t) = x° + j f(s,x(s))ds , % găsim cu ușurință că l|x(t) - x°fl b dacă |t - tQ| й pornind din (t ,x°) Jn mod obișnuit, este numită eîlnia integralii a sistemului ( ), ce corespunde lui (to,x°) Cîte odată, S e^te numita zona de emisie a ’c i (to,x°), în raport cu ( ) Pîlnia integrală S se reduce la o curbă integrală, daca și dacă este adevărată proprietatea de unicitate, notează prin Sț intersecția pîlniei Ș cv hiperplanul Un prim rezultat pe care vrem șă- numai Se ѣо г ѣо + enunțăm este următoarea Te oremă (Pa ano, Kneser) Mulțimea Sy este ur oontinuux (adică o mul ți-де închisă și conexă) Demonstrație Deoarece ori-'e soluție x(t) satisface ( ), obținem ||x(t) - x°|| b și iix(t) - x(s)k C j?ie (X - - = P un punct arbitrar, cu T > tQ și Их - x II b Se consideră funcția de F ( ) P(P) = d(P,B) - d(P,A) Se poate constata cu ușurință că ( ) , F(P) > , P € A și F(P) - P , P € В Fie y(t), tQ£ t $ X , o soluție a lui ( ), ce pleacă din (tQ,x°) și ajunge intr-un punct din A Prin z(t) vom nota o altă soluție a lui ( ), ce pleacă din (t ,x°) și ajun ge într—un punct din B, Atunci ( ) implică ( ) F(T ,y(X))»f , Р(Т,г(Х))^ Vom construi un șir de funcții » asociat lui y(t), punînd ya(t) = y(tnJ) tn;j i = ,l, ,n-l, unde t = ѣ + jn- ( X— t ) Avem lim у (t) = y(t), cînd n -> ® , nj o o n uniform pe • Dacă notăm ( ) oo uniform pe ( ) yî^tt) = f(t,z(t)) - f(t,zn(t)) atunci ( ) lim pn(t) = , n -» oo' n țxn(t) cu [t ,T] Dacă t « Ct ,XJ , uniform pe Do-^J Deoarece P(P), definită de ( ), este o funcție continuă, din ( ) rezultă că : ( ) К Т ,уа(Т))р О ,■ F(T ,za( N Să definim acum șirul jxn(t;u) | , n = , , t e țjt « u € [ , , dvpă cum urmează : ( ) ^n(t?u) = ( - u)o O, Fnț (l) = KX,znft;)) N Prin urmare, există un uQ, )J ia funcția limită x(t) este continuă pe Din ( ) rezultă că x(t) satisface ecuația integrală ( ), adică este o soluție a lui ( ), ce trece prin (tQ,x°) Dar F„ ~ (u„) = , n = , , , conduce la F(X,x(t)) = Această relație contrazice ( ) Și teorema este astfel demonstrată Observație Ultima afirmație a teoremei, adică conexiunea lui , se datorează lui Kneser Demonstrația este aceea dată de K Hayasbi^ Dăm mai jos un alt rezultat aparținînd lui Hukuhara Teoremă Fie (X,^ ) un punct pe frontieră lui S Atunci există o soluție a lui ( ) care unește (to,x°) și (t ,ț ) așa încît să fie formată numai din puncte ce aparțin frontierei lui S Demonstrația se sprijină pe teorema precedentă și necesită o argumentație asemănătoare Aici, o vom schița numai ) K IIayashi, ‘emoire of the College of Science ,Univ of Kyoto, - • Mai întîi, se poate demonstra printr-un raționament obișnuit că pentru orice f , eșa încît tQ x(s)ds = f(t) , p care diferă de ecuația originală a lui Abel, numai pentru că apare • Prin urmare x(t) = i'(t) are reprezintă soluția lui ( ^) • - O - /ІМ huu nl pentru (t> ) - BIBLIOGRAFIA l -Halmovici А -Ecuații- diferențiale șl ecuații integrale Editura didactică șl pedagogică,București, -Halanay А -Teoria calitativă a ecuațiilor diferențiale Editura Academiei R P R București, З -Ionescu D V ’ -Ecuații diferențiale și integrale Editura didactică și pedagogică,București , • -Lalescu T« -Introducere în teoria ecuațiilor integrale Editura Academi-ei R P R București, -t‘arinesou Gh -Teoria ecuațiilor diferențiale și integrale Editura didactică și pedagogică,București, -J?etrovski I G -Prelegeri asupra teoriei ecuațiilor diferențiale ordinare, (traducere din rusă),Editura tehnică,București, -Petrovski I G -Lecții de teoria ecuațiilor integrale,(traducere din rusă) Editura tehnică,București -Smirnov V I -Curs de matematici superioare, voi II (traducere din l rusă) Editura tehnică București, -Smirnov V I -Curs de matematici superioare, voi IV,(traducere din l rusă) Editura tehnică,București , , ANEXA SISTEME CU DIFERENȚIALE TOTALE de prof D Petrovanu § Scurte considerații introductive Să considerăm întîi ecuația Ro o’xl’’ ’* ,xn^ ~i)(U| ,u )—— fie e«al cu — Pe mulțimea Д , ) In- troducînd în (I) în locul lui z,z , ,xn funcțiile ^ >xi(up» ,ug), ,xn(ult ,us) să obținem o identitate în ult ,u Observație Dacă s = n (adică avem o varietate integra- lă de dimensiune maximă n) și rang D(Xi, ,Xn) • (k=l„ ,n), n și reciproc Aceasta rezultă din dz = У~ âx Altfel k i i>xk к spus, (I ) și (II) sînt sisteme echivalente Sisteme cu diferențiale totale Să considerăm acum, în lo cul ecuației (I*) sistemul de m ecuații а (III) d i = Vtok’ Дісі, z,, ,zm sînt concepute ca funcții necunoscute, iar x-), ,xn ca variabile independente Defini ție Se, numește suprafață integrală (sau soluție de dimensiune maximă, sau, pe scurt, prin convenție, soluție) a sistemului (III), un grup de funcții de clasă с\ ) z^ = - (x,, x^), (i = l, , ,m), care verifică identic sis- temul (III) pe mulțimea -SL din spațiul variabilelor x-^, ,xn Observație Sistemul de ecuații cu diferențiale totale (III) este echivalent cu sistemul = pik(xi xn>h ■ (І = k = l,, ,n), căci orice soluție z^ = ^(x^, , x ) de clasă С’ЧЛ) pe Л a lui (III) este și soluție a lui (IV) și reciproc Pentru sistemele de forma (III) (sau IV) se pot pune o serie de probleme la limită Ele au fost întîlnite in diferite ramuri ale matematicii, dar nu ne vom ocupa de ele aici In schimb, ne vom ocupa de un gen de problemă cu valori inițiale, asemănătoare celei puse la ecuații ordinare Să considerăm condiția (lui Cauchy) (V) ,x£) = z° , (i = l, , ,n) , unde x°, ,'xȘ și z^, ,z° sânt numere date Ne punem problema să găsim acele soluții z^ = ^(x^, ,xQ), (i=l, , ,m) de clasă С^(Л) , unde e o vecinătate a lui (x£, ,x°), care verifică, pe lingă sistemul (III) (sau (IV)), sistemul de condiții „inițiale" sau „de tip Cauchy" (V) Problema (III),(V) se va numi problema lui Cauchy Observație Dacă z^ = ^(x^, ,xn) satisfac sistemul (III) (adică și (IV)) și dacă Э i/S^-j Эхк (k,j = l, ,n; au derivatele mixte i = l, ,m) continua, atunci avem li xk = V Эх^ Эхк pentru j k, de aici, ținînd cont de Эт^/Эхк = рік(хг, ,xn, ^) rezul- tă (VI) pik y- dPjk t>Pjj Л aPjj Sxj + fel’ âzr ₽r j = Іхк г£ prk • în orice punct de forma (x , ,x , 'î, (x, , ,x ), , T (x, , X a ji n '/al ,xn)), adică în orice punct al soluției lui (III) Deci, dacă prin fiecare punct al unui domeniu D s-ar întîmpla să treacă o soluție - ^(x^, ,*n) cu derivate mixte de ordinul II continue, (VI) ar fi identic verificată în acel domeniu D din spațiul variabilelor (x^, ,xn>z^, , ^) Ne întrebăm atunci dacă nu cumva are loc un fel de reciprocă : Presupunînd că condițiile (VI) sînt identic satisfăcute pentru i = , ,ш; j>k = l, ,n; j ? unde integrala curbilinie este luată de-a lungul unei curte (^■) ce numește punctele x° cu x Deci, orice soluție a problemei lui Cauchy ( ) - ( ) este și soluție a ecuației X n ( ) z(x) = z° +(^ $ Г Pk(U,z(U))duR x k— Pe de altă parte, cum se verifică imediat, din condiția ( rezultă că sub integrala curbilinie în ( ) aven o diîerenț lă exactă, dacă se înlocuiește z cu o soluție a lui ( ) Dec oricum am alege drumul ce unește x° cu x, rezul atul с г cel ași dacă în locul lui z von pune o soluție a si e-; ui Sk = (xl>x xk-l’uk’xk’xk+l xn) ’ (к = , ,n)(unde, în particular, = (u^,x , ,xn) și = (x°, ,хц і>ип))> sistemul ( ) devine, pentru alegerea ( ) a poligonalei ( V") , n xk ( ) г(х) = z° + £ $ Pk,z(Sk))duk , K xk sau, în formă scalară, n xk ( *) z (x) = z° ♦ £ pik(Sk,z(Sk))duk , (i=l, , »m) xk Din cele spuse mai sus, rezultă că orice soluție de clasa a problemei lui Caucby ( ) - ( ) satisface ecuația ( ) • Observație » Deoarece cantitate de sub integrală curbilinie din ( ) este o diferențială exactă doa O, V(x)> pentru orice xfc(C) Presupuneți că avea ( ) T(x) V(Sk) exp[-C (fuk-x°l + E+Jx - X«D] , (k = ,Deci, după ( ) și ( ) rezultă n T(x)$C f|V|| £ | C k=l к ехр[С ( ик-х°| xk + E li - ■ °l) du t= =k+ ° v n n iu x, = ,lv" C ^{e: (Sk l k(Sk,Z*(Sk))|dUk| ) Pentru ca teorema sa fie complet demonstrată, răjnîne ea mai arătăm că Z(x) satisface și sistemul ( ) Datorită ipotezelor (H^) este evident, din aproape £n a-proape, ca z^r există și sint continue pentru orice к = l, ,n și pentru orice r = , , Din ( ) rezultă,ți-nînd cont de notația ( ), ( ) " ^^ = P (x,a^r~ (x)) , < в е) x,, z(r } (x°, ,x° ,xe, ,xn)) + £=-х *s r Ps(ss,z< '- 'J(ss)) + °^ <ьз,й-г -\^а)) S= io*- Эхе Ъг Зхе ' (e = , , ,n) Dar din condiția de completă integrabiliiate ( ) avem ( ) Эг +^e z + az • 'az • Эха e- u st = Г l'VSs-z(r- )c%n} U<x§ = - -V*V-”<Гхе (Г- )/ О O z țx^ ,xe ,xe xn)) integrăm ( ) între x° și xs, sumăm epoi după s de la Îs e- , și țin-nd cont de ( ), obținem din ( e) Lin teorema mediei și din ( ) ouținem insa ( |?е(х,гіг\х)) - Pe(x,al±i" )(x))| L|a(r;(x) - г’г^'(х)| Aotăm acum cu Ь^(х) vectorul ( ) b£(x) = - Pe(x,z'r)(x)) Avem după ( e), ținînd cont de (Ic),( ),( ), e- xs ( e) |b£(x)|<, iZZ I \ |b^ (Ss)|dusl + xs + L ~ | J I + Llz(r)(x) ~ z(r- *)| - sxl xo (e = , , ,n) Dar | b^- | și | b£“ sînt majorate de n e- n ~ |b*' |, iar У~ | | У~ | | Deci, după ( ) și ( e) =î " s=l s=l obținen, ținînd cont de ( ) n n xs n ( ) £ |bf(x)| , Ln £ | \ X-lb^" ^ )|du | + e=l e s=l x° j=l J s D s [Lmn £ |xs-x°ty + M ? Din ( $) rezultă acum, prin inducție după г , n г n Г п іді E|xs-x®ii ( ) У I b*(x) < ЙШ -— -— ®= Д r Acum, din ( ) rezultă că Z |bf(x)| converge, centru r -» oo , e=l ® uniform la O, și deci, după ( ), că z^r''(x)/ xe converge uniform la lim P^(x,z^r\x)) = P (x,Z(x)) Deci, după o bi-r ♦ oo ѳ e be cunoscută teoremă din analiză, există și sînt continue toate derivatele î)Z(x)/c)xe , și = P(x,Z(x)) 'Teorema e demonstrată Observație » Din chiar cele expuse înainte rezultă că între sistemele de ecuații diferențiale ordinase și cele cu diferențiale totale există unele analogii (aceasta este și firesc, pentru că, pentru cazul n = , sistemul ( ) de mai sus devine o ecuație ordinară) In realitate, analogia pe care o observăm este mult mai adîncă decît ne—am putea aștepta Multe probleme: de prelungire a soluțiilor, da comportare la infinit, de stabilitate a soluțiilor, de tratare a ecuațiilor liniare și altele permit o tratare cu o tebnică asemănătoare celei întîlni-te la ecuații ordinare - oooOooo - /Ш